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АННОТАЦИЯ
Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические, астрономические

и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве по
принципу Гамильтона можно моделировать многомерными вырождающимися гиперболическими
уравнениями. Полагая, что в половине изгиба мембрана находится в равновесии, из принципа
Гамильтона также получаем вырождающиеся эллиптические уравнения. Следовательно, колебания
упругих мембран в пространстве можно моделировать в качестве многомерных вырождающихся
гиперболо-эллиптических уравнений. При изучении этих приложений возникает необходимость
получения явного представления исследуемых краевых задач. Автором ранее изучена задача Дирихле
для многомерных гиперболо-эллиптических уравнений, где показана однозначная разрешимость этой
задачи, существенно зависящей от высоты рассматриваемой цилиндрической области. Однако задача
Дирихле в цилиндрической области для многомерных вырождающихся гиперболо-эллиптических
уравнений ранее не изучена.

В данной статье исследована задача Дирихле для одного класса вырождающихся многомерных
гиперболо-эллиптических уравнений. При этом существование и единственность решения зависят от
высоты рассматриваемой цилиндрической области и от вырождения уравнения. Получен также критерий
единственности регулярного решения.
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ABSTRACT
Multidimensional hyperbolic-elliptic equations describe important physical, astronomical, and geometric

processes. It is known that the oscillations of elastic membranes in space according to Hamilton’s prism
can be modeled by multidimensional degenerate hyperbolic equations. Assuming that the membrane is
in equilibrium in half the bend, from Hamilton’s principle we also obtain degenerate elliptic equations.
Consequently, vibrations of elastic membranes in space can be modeled as multidimensional degenerate
hyperbolic-elliptic equations. When studying these applications, it is necessary to obtain an explicit
representation of the investigated boundary value problems. The author has previously studied the Dirichlet
problem for multidimensional hyperbolic-elliptic equations, where the unique solvability of this problem is
shown, which essentially depends on the height of the cylindrical domain under consideration. However,
the Dirichlet problem in a cylindrical domain for multidimensional degenerate hyperbolic-elliptic equations
has not been studied previously. In this paper, the Dirichlet problem is studied for a class of degenerate
multidimensional hyperbolic-elliptic equations. Moreover, the existence and uniqueness of the solution depends
on the height of the considered cylindrical domain and on the degeneration of the equation. A uniqueness
criterion for a regular solution is also obtained.
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Введение

Известно, что колебания упругих мембран в пространстве моделируются уравнениями в частных
производных. Если прогиб мембраны считать функцией u(x, t), x = (x1, ..., xm),m > 2, то по принципу
Гамильтона приходим к многомерным вырождающимся гиперболическим уравнениям.

Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в равновесии, то из принципа Гамильтона
также получаем многомерные вырождающиеся эллиптические уравнения.

Следовательно, колебания упругих мембран в пространстве можно моделировать в качестве вырож-
дающихся многомерных гиперболо-эллиптических уравнений.

Проблема корректности задачи Дирихле для уравнений смешанного типа в специальных областях
была объектом исследований многих авторов на плоскости [1–5] и в пространстве [6]. В данной статье
показано, что задача Дирихле в цилиндрической области для вырождающихся многомерных гиперболо-
эллиптических уравнений однозначно разрешима. Получен также критерий единственности регулярного
решения.
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1. Постановка задачи и результаты

Пусть Ωβγ — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t), ограничен-
ная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = β > 0 и t = γ < 0, где |x| — длина вектора
x = (x1, ..., xm).

Обозначим через Ωβ и Ωγ части области Ωβγ , а через Γβ , Γγ — части поверхности Γ, лежащие
соответственно в полупространствах t > 0 и t < 0; σβ — верхнее, а σγ — нижнее основание области Ωβγ .
Пусть далее S — общая часть границ областей Ωβ , Ωγ представляющее множество {t = 0, 0 < |x| < 1}
в Em.

В области Ωβγ рассмотрим взаимно сопряженные вырождающиеся многомерные гиперболо-эллипти-
ческие уравнения

|t|p∆xu− sgntutt +
m∑
i=1

aiuxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

|t|p∆xυ − sgntυtt −
m∑
i=1

aiυxi − bυt + dυ = 0, (1∗)

где p = const > 0, ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m > 2, d(x, t) = = c−
m∑
i=1

aixi − bt.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t к сферическим
r, θ1, ..., θm−1, t, r > 0, 0 6 θi 6 π, i = 1, 2, ...,m− 2, 0 6 θ1 < 2π, θ = (θm−1, ..., θm−1).

Задача 1 (Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Ωβγ при t ̸= 0 из класса C(Ωβγ)∩
∩C1(Ωβγ) ∩ C2(Ωβ ∪ Ωγ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
σβ

= φ1(r, θ), u
∣∣∣
Γβ

= ψ1(t, θ), (2)

u
∣∣∣
Γα

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σγ

= φ2(t, θ). (3)

Пусть
{
Y k
n,m(θ)

}
— система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 6 k 6 kn,

(m− 2)!n!kn = (n+m− 3)!(2n+m− 2), θ = (θ1, ..., θm−1), W l
2(Dε), l = 0, 1, ... пространства Соболева.

Имеет место [7].
Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l

2(S). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y
k
n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+ 1, сходятся абсолютно и
равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты ряда (4)

удовлетворяли неравенствам

|f10 (r)| 6 c1,
∞∑

n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через ãkin (r, t), akin (r, t), b̃kn(r, t), c̃kn(r, t), d̃kn(r, t), ρkn, φ̄k
1n(r), φ̄k

2n(r), ψk
1n(t), ψk

2n(t) обозначим коэффици-
енты разложения ряда (4), соответственно функций ai (r, θ, t) ρ (θ), ai xi

r ρ, b (r, θ, t) ρ, c (r, θ, t) ρ, d (r, θ, t) ρ,
ρ(θ), i = 1, ...,m, φ1(r, θ), φ2(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ), причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H− единичная сфера в Em.

Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈W l
2(Ωβγ) ⊂ C(Ωβγ), l > m+1, i = 1, ...,m, c(r, θ, t) 6 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωγ .

Тогда справедливы
Теорема 1. Если φ1(r, θ), φ2(r, θ) ∈W l

2(S), ψ1(t, θ) ∈W l
2(Γβ), ψ2(t, θ) ∈W l

2(Γγ), l > 3m
2 и имеет место

cosµs,nβ
′ shµs,nγ

′ ̸= sinµs,nβ
′ chµs,nγ

′, s = 1, 2, ..., (5)

то задача 1 однозначно разрешима, где µs,n — положительные нули функций Бесселя J
n+

(m−2)
2

(z), β′ =

= 2
2+pβ

(2+p)
2 , γ′ = 2

2+pγ
(2+p)

2 .

Теорема 2. Решение задачи 1 единственно тогда и только тогда, когда выполняется условие (5).
Отметим, что эти теоремы при p = 0 получены в [8].
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2. Разрешимость задачи 1
В сферических координатах уравнение (1) в области Ωβ имеет вид

L1u ≡ tp
(
urr +

m− 1

r
ur −

δu

r2

)
− utt +

m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0, (6)

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)

2, j > 1.

Известно [7], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n +m − 2), n = 0, 1, ...,
каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи 1 в области Ωβ будем искать в виде

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y
k
n,m(θ), (7)

где ūkn(r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставив (7) в (6), умножив затем полученное выражение на ρ(θ) ̸= 0 и проинтегрировав по еди-

ничной сфере H, для ūkn получим [9; 10]

tpρ10ū
1
0rr − ρ10ū

1
0tt +

(
m− 1

r
tpρ10 +

m∑
i=1

a1i0

)
ū10r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0+

+
∞∑

n=1

kn∑
k=1

{
tpρknū

k
nrr − ρknū

k
ntt+

(
m− 1

r
tpρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2
tp +

m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0.

(8)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

tpρ10ū
1
0rr − ρ10ū

1
0tt +

m− 1

r
tpρ10ū

1
0r = 0, (9)

tpρk1 ū
k
1rr − ρk1 ū

k
1tt +

m− 1

r
tpρk1 ū

k
1r −

λ1
r2
tpρk1 ū

k
1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1i0ū
1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(10)

tpρknū
k
nrr − ρknū

k
ntt +

m− 1

r
tpρknū

k
nr −

λn
r2
tpρknū

k
n =

= − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1 ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t + [c̃kn−1+

+
m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)]ū
k
n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... .

(11)

Суммируя уравнение (10) от 1 до k1, а уравнение (11) от 1 до kn, а затем сложив полученные
выражения с (9), приходим к уравнению (8).

Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, kn, n = 0, 1, .... — решение системы (9)–(11), то оно является

решением уравнения (8).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (9)–(11) можно представить в виде

tp
(
ūknrr +

m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn

)
− ūkntt = f

k

n(r, t), (12)

где f
k

n(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом f
1

0(r, t) ≡ 0.
Далее, из краевого условия (2) в силу (7) с учетом леммы 1 будем иметь

ūkn(r, β) = φk
1n(r), ūkn(1, t) = ψk

1n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (13)
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В (12), (13) произведя замену ῡkn(r, t) = ūkn(r, t)− ψk
1n(t), получим

tp
(
ῡknrr +

m− 1

r
ῡknr −

λn
r2
ῡkn

)
− ῡkntt = fkn(r, t), (14)

ῡkn(r, β) = φk
1n(r), ῡkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (15)

fkn(r, t) = f̄kn(r, t) + ψk
1ntt +

λnt
p

r2
ψk
1n, φ

k
1n(r) = φ̄k

1n(r)− ψk
1n(β).

Произведя замену ῡkn(r, t) = r
(1−m)

2 υkn(r, t) и положив затем r = r, x0 = 2
2+p t

(2+p)
2 , задачу (14), (15)

приведем к следующей задаче:

Lαυ
k
α,n ≡ υkα,nrr − υkα,nx0x0

− α

x0
υkα,nx0

+
λn
r2
υkα,n = fkα,n(r, x0), (16)

υkα,n(r, β
′) = φ̃k

1n(r), υkα,n(1, x0) = 0, (17)

где

0 < α =
p

2 + p
< 1, λn =

[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4
,

υkα,n(r, x0) = υkn

[
r,

(
2 + p

2
x0

) 2
2+p

]
, fkα,n(r, x0) = r

(m−1)
2

(
x0

1− α

)−2α

fkn

[
r,

(
x0

1− α

)1−α
]
,

φ̃k
1n(r) = r

(m−1)
2 φk

1n(r).

Решение задачи (16), (17) ищем в виде

υkα,n(r, x0) = υk,1α,n(r, x0) + υk,2α,n(r, x0), (18)

где υk,1α,n(r, x0) — решение задачи
Lαυ

k,1
α,n = fkα,n(r, x0), (19)

υk,1α,n(r, β
′) = 0, υk,1α,n(1, x0) = 0, (20)

а υk,2α,n(r, x0) — решение задачи
Lαυ

k,2
α,n = 0, (21)

υk,2α,n(r, β
′) = φ̃k

1n(r), υ
k,2
α,n(1, x0) = 0. (22)

Решение вышеуказанных задач рассмотрим в виде

υkα,n(r, x0) =
∞∑
s=1

Rs(r)Tα,s(x0), (23)

при этом пусть

fkα,n(r, x0) =
∞∑
s=1

aα,s(x0)Rs(r), φ̃
k
1n(r) =

∞∑
s=1

bsRs(r). (24)

Подставляя (23) в (19), (20), с учетом (24) получим задачу

Rsrr +
λn
r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (25)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| <∞, (26)

MαTα,s ≡ Tα,sx0x0 +
α

x0
Tα,sx0 + µTα,s = −aα,s(x0), 0 < x0 < β′, (27)

Tα,s(β
′) = 0. (28)

Ограниченным решением задачи (25), (26) является ([11])

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (29)

где ν = n+(m−2)
2 , µ = µ2

s,n.
Наряду с уравнением (27) рассмотрим уравнение

M0T0,s ≡ T0,sx0x0 + µT0,s = −a0,s(x0), 0 < x0 < β′. (27∗)

Как доказано в [9; 10], существует следующая функциональная связь между решениями задачи Коши
для уравнения (27) и (27∗).
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Утверждение 1. Если T 1
0,s(x0) — решение задачи Коши для уравнения (27∗), удовлетворяющее

условиям
T 1
0,s(0) = τs, T

1
0,sx0

(0) = 0, (30)

то функция

T 1
α,s(x0) = γα

∫ 1

0

T 1
0,s(ξx0)(1− ξ2)

α
2 −1dξ ≡ 2−1γαΓ

(α
2

)
x1−α
0 D

−α
2

0x2
0

[
T 1
0,s(x0)

x20

]
(31)

при α > 0 является решением уравнения (27) с данными (30).
Утверждение 2. Если T 2

0,s(x0)− решение задачи Коши для уравнения (27∗), удовлетворяющее усло-
виям

T 2
0,s(0) =

νs
(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)

, T 2
0,sx0

(0) = 0, (32)

то при 0 < α < 1 функция

T 2
α,s(x0) = γ2−k+2q

(
1

x0

∂

∂x0

)q [
x1−α+2q
0

∫ 1

0

T 2
0,s(ξx0)(1− ξ2)q−

α
2 dξ

]
≡

≡ γ2−k+2q2
q−1Γ

(
q − α

2
+ 1
)
D

α
2 −1

0x2
0

[
T 2
0,s(x0)

x0

]
(33)

является решением уравнения (27) с начальными данными

T 2
α,s(0) = 0, lim

x0→+0
xα0

∂

∂x0
T 2
α,s = νs,

где
√
πΓ
(
α
2

)
γα = 2Γ

(
α+1
2

)
, Γ(z)− гамма-функция, Dα

0t− оператор Римана — Лиувилля ([12]), а q > 0−
наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 2− α+ 2q > m− 1.

При этом функции aα,s(x0) и a0,s(x0) связаны формулами (31) в случае утверждения 1 и формулами
(33) в случае утверждения 2.

В силу (31), (33) и учитывая обратимость оператора Dα
0t([12]), из условия (28) получим условие

T0,s(β
′) = 0. (34)

Теперь будем решать задачу (27∗), (34).
Общее решение уравнения (27∗) представимо в виде [11]

T0,s(x0) = c1s cosµs,nx0+c2s sinµs,nx0+
cosµs,nx0
µs,n

x0∫
0

a0,s(ξ) sinµs,nξdξ−
sinµs,nx0
µs,n

x0∫
0

a0,s(ξ) cosµs,nξdξ, (35)

где c1s, c2s− произвольные постоянные. Удовлетворив условию (34), будем иметь

c1s cosµs,nβ
′ + c1s sinµs,nβ

′ +
cosµs,nβ

′

µs,n

β′∫
0

a0,s(ξ) sinµs,nξdξ −
sinµs,nβ

′

µs,n

β′∫
0

a0,s(ξ) cosµs,nξdξ = 0. (36)

Подставляя (29) в (24), получим

r−
1
2 fkα,n(r, x0) =

∞∑
s=1

aα,s(x0)Jν(µs,nr), r
− 1

2 φ̃k
1n(r) =

∞∑
s=1

bsJν(µs,nr). (37)

Ряды (37) — разложение в ряды Фурье — Бесселя [13], если

aα,s(x0) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξfkα,n(ξ, x0)Jν(µs,nξ)dξ,

bs = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξφ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, (38)

где µs,n, s = 1, 2, ... — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположенные в порядка возраста-
ния их величины.

Далее, подставляя (23) в (21), (22), с учетом (24) получим задачу

MαTα,s ≡ Tα,sx0x0 +
α

x0
Tα,sx0 + µTα,s = 0, 0 < x0 < β′, (39)
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Tα,s(β
′) = bs,

которая в силу (33), (34) переходит к задаче

M0T0,s ≡ T0,sx0x0 + µT0,s = 0, 0 < x0 < β′, (39∗)

T0,s(β
′) = bs, (40)

где bs находится из (38).
Общее решение уравнения (39∗) записывается в виде

T0,s(x0) = c′1s cosµs,nx0 + c′2s sinµs,nx0. (41)

Удовлетворив условию (40), получим

c′1s cosµs,nβ
′ + c′2s sinµs,nβ

′ = bs. (42)

Теперь рассмотрим в области Ωγ первую краевую задачу для уравнения

L2u ≡ (−t)p
(
urr +

m− 1

r
ur −

δu

r2

)
+ utt +

m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0 (43)

с условием
u
∣∣∣
σγ

= φ2(r, θ), u
∣∣∣
Γγ

= ψ2(t, θ). (43∗)

Решение задачи (43), (43∗) будем искать в виде (7).
Подставляя (7) в (43), будем иметь

(−t)pρ10ū10rr + ρ10ū
1
0tt +

(
m− 1

r
(−t)pρ10 +

m∑
i=1

a1i0

)
ū10r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0+

+
∞∑

n=1

kn∑
k=1

{
(−t)pρknūknrr + ρknū

k
ntt+

(
m− 1

r
(−t)pρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2

(−t)p +
m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0.

(44)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

(−t)pρ10ū10rr + ρ10ū
1
0tt +

m− 1

r
(−t)pρ10ū10r = 0, (45)

(−t)pρk1 ūk1rr + ρk1 ū
k
1tt +

m− 1

r
(−t)pρk1 ūk1r −

λ1
r2

(−t)pρk1 ūk1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1i0ū
1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(46)

(−t)pρknūknrr + ρknū
k
ntt +

m− 1

r
(−t)pρknūknr −

λn
r2

(−t)pρknūkn =

= − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1 ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t + [c̃kn−1+

+
m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)]ū
k
n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... .

(47)

Суммируя уравнение (46) от 1 до k1, а уравнение (47) от 1 до kn, а затем сложив полученные
выражения с (45), приходим к уравнению (44).

Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, kn, n = 0, 1, .... — решение системы (45)–(47), то оно является

решением уравнения (44).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (45)–(47) можно представить в виде

(−t)p
(
ūknrr +

m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn

)
+ ūkntt = gkn(r, t), (48)

где gkn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом g10(r, t) ≡ 0.
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Далее, из краевого условия (3) получим

ūkn(r, γ) = φk
2n(r), ūkn(1, t) = ψk

2n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (49)

В (48), (49) произведя замену ω̄k
n(r, t) = ūkn(r, t)− ψk

2n(t), будем иметь

(−t)p
(
ω̄k
nrr +

m− 1

r
ω̄k
nr −

λn
r2
ω̄k
n

)
+ ω̄k

ntt = gkn(r, t), (50)

ω̄k
n(r, γ) = φk

2n(r), ω̄k
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (51)

gkn(r, t) = ḡkn(r, t)− ψk
2ntt +

λn(−t)p

r2
ψk
2n, φ

k
2n(r) = φ̄k

2n(r)− ψk
2n(γ).

Произведя замену ω̄k
n(r, t) = r

(1−m)
2 ωk

n(r, t) и положив затем r = r, x0 = 2
2+p (−t)

(2+p)
2 , задачу (50), (51)

приведем к следующей задаче:

Lαω
k
α,n ≡ ωk

nrr + ωk
α,nx0x0

+
α

x0
ωk
α,nx0

+
λn
r2
ωk
α,n = gkα,n(r, x0), (52)

ωk
α,n(r, γ

′) = φ̃k
2n(r), ωk

α,n(1, x0) = 0, (53)

ωk
α,n(r, x0) = ωk

n

[
r,

(
2 + p

2
x0

) 2
2+p

]
, gkα,n(r, x0) = r

(m−1)
2

(
x0

1− α

)−2α

gkn

[
r,

(
x0

1− α

)1−α
]
,

φ̃k
2n(r) = r

(m−1)
2 φk

2n(r).

Решение задачи (52), (53) ищем в виде

ωk
α,n(r, x0) = ωk,1

α,n(r, x0) + ωk,2
α,n(r, x0), (54)

где ωk,1
α,n(r, x0) — решение задачи

Lαω
k,1
α,n = gkα,n(r, x0), (55)

ωk,1
α,n(r, γ

′) = 0, ωk,1
α,n(1, x0) = 0, (56)

а ωk,2
α,n(r, x0) — решение задачи

Lαω
k,2
α,n = 0, (57)

ωk,2
α,n(r, γ

′) = φ̃k
2n(r), ω

k,2
α,n(1, x0) = 0. (58)

Решение вышеуказанных задач рассмотрим в виде

ωk
α,n(r, x0) =

∞∑
s=1

Rs(r)Vα,s(x0), (59)

при этом пусть

gkα,n(r, x0) =

∞∑
s=1

dα,s(x0)Rs(r), φ̃
k
2n(r) =

∞∑
s=1

esRs(r). (60)

Подставляя (59) в (55), (56), с учетом (60) получим задачу

PαVα,s ≡ Vα,sx0x0 +
α

x0
Vα,sx0 − µ2

s,nVα,s = dα,s(x0), γ
′ < x0 < 0, (61)

Vα,s(γ
′) = 0. (62)

Наряду с уравнением (61) рассмотрим уравнение

P0V0,s ≡ V0,sx0x0 − µ2
s,nV0,s = d0,s(x0), γ

′ < x0 < 0, (61∗)

для которых справедливы утверждения 1 и 2, при этом функции dα,s(x0) и d0,s(x0) связаны формулами
(31) и (33).

В силу (31), (33) из (62) получим условие

V0,s(γ
′) = 0. (63)

Общее решение уравнения (61∗) представимо в виде [11]

V0,s(x0) = c̃1s chµs,nx0 + c̃2s shµs,nx0 +
chµs,nx0
µs,n

0∫
x0

d0,s(ξ) shµs,nξdξ −
shµs,nx0
µs,n

0∫
x0

d0,s(ξ) chµs,nξdξ, (64)
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удовлетворив условию (63), будем иметь

c̃1s chµs,nγ
′ + c̃2s shµs,nγ

′ +
chµs,nγ

′

µs,n

0∫
γ′

d0,s(ξ) shµs,nξdξ −
shµs,nγ

′

µs,n

0∫
γ′

d0,s(ξ) chµs,nξdξ = 0. (65)

Подставляя (29) в (60), получим

r−
1
2 gkα,n(r, x0) =

∞∑
s=1

dα,s(x0)Jν(µs,nr), r
− 1

2 φ̃k
2n(r) =

∞∑
s=1

esJν(µs,nr),

которые являются рядами Фурье — Бесселя, если

dα,s(x0) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξgkα,n(ξ, x0)Jν(µs,nξ)dξ,

es = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξφ̃k

2n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ.

(66)

Далее, подставляя (59) в (57), (58), с учетом (60) получим задачу

PαVα,s ≡ Vα,sx0x0 +
α

x0
Vα,sx0 − µ2

s,nVα,s = 0, γ′ < x0 < 0,

Vα,s(γ
′) = es,

которая в силу (31), (33) переходит к задаче

P0V0,s ≡ V0,sx0x0 − µ2
s,nV0,s = 0, γ′ < x0 < 0, (67)

V0,s(γ
′) = es, (68)

где es находится из (66).
Общее решение уравнения (67) имеет вид

V0,s(x0) = c̃′1s chµs,nx0 + c̃′2s shµs,nx0. (69)

Удовлетворив условию (68), получим

c̃′1s chµs,nγ
′ + c̃′2s shµs,nγ

′ = es. (70)

Так как искомое решение u ∈ C(Ωβγ) ∩ C1(Ωβγ), то из (7), (23), (59) следует, что

Tα,s(0) = Vα,s(0) = τs,

lim
x0→+0

xα0Tα,sx0 = lim
x0→−0

xα0Vα,sx0 = νs, s = 1, 2... .

Отсюда и из утверждений 1, 2 получим

T 1
0,s(0) = V 1

0,s(0) = τs, T
1
0,sx0

(0) = V 1
0,sx0

(0) = 0,
T 2
0,s(0) = V 2

0,s(0) =
νs

(1−α)(3−α)...(2q+1−α) , T
2
0,sx0

(0) = V 2
0,sx0

(0) = 0.
(71)

Далее из (35), (64), (71) вытекает, что

c1s = c̃1s = τs, c2s = c̃2s =
νs
µs,n

.

Аналогично из (41), (69), (71) c′1s = c̃′1s, c
′
2s = c̃′2s.

Таким образом, для определения неизвестных коэффициентов c1s, c2s, c
′
1s, c

′
2s из (36), (42), (65), (70)

получим системы алгебраических уравнений
µs,n(c1s cosµs,nβ

′ + c2s sinµs,nβ
′) = (sinµs,nβ

′)
β′∫
0

a0,s(ξ) cosµs,nξdξ − (cosµs,nβ
′)

β′∫
0

a0,s(ξ) sinµs,nξdξ,

µs,n(c1s chµs,nγ
′ + c2s shµs,nγ

′) = (shµs,nγ
′)

0∫
γ′
d0,s(ξ) chµs,nξdξ − (chµs,nγ

′)
0∫

γ′
d0,s(ξ) shµs,nξdξ,{

c′1s cosµs,nβ
′ + c′2s sinµs,nβ

′ = bs
c′1s chµs,nγ

′ + c′2s shµs,nγ
′ = es,

которые однозначно разрешимы, если выполняется условие (5).
Следовательно, решения задач (27∗), (34)и (39∗), (40) определяются по формулам (35) и (41).
Аналогичным образом по формулам (64), (69) находятся решения задач (61∗), (63) и (67), (68).
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Далее, используя утверждения 1 и 2, сначала решив задачу (9), (13) (n = 0), а затем (10), (13)
(n = 1), найдем все υkα,n(r, x0) из (18).

Аналогично определяются все ωk
α,n(r, x0) из (54).

Итак, в областях Ωβ и Ωγ есть ∫
H

ρ(θ)L1udH = 0,

∫
H

ρ(θ)L2udH = 0. (72)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0− плотна в L2((0, 1)),ρ(θ) ∈ C∞(H)−плотна в
L2(H), T (t) ∈ V1, V1− плотна в L2((0, β)). Тогда f(r, θ, t) ∈ V, V = = V0⊗H⊗V1−плотна в L2(Ωβ) ([14]).

Отсюда и из (72), следует, что
∫
Ωβ

f(r, θ, t)L1udΩβ = 0 и L1u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ ,∫
Ωβ

f(r, θ, t)L2udΩγ = 0 и L2u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωγ .

Таким образом, решением задачи 1 в областях Ωβ и Ωγ являются функции

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

{
ψk
1n(t) + r

(1−m)
2

[
υk1n(r, t) + υk2n(r, t)

]}
Y k
n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

{
ψk
2n(t) + r

(1−m)
2

[
ωk
2n(r, t) + ωk

2n(r, t)
]}
Y k
n,m(θ), t < 0.

(73)

Учитывая формулу 2J ′
ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z) [13], оценки, приведенные в работах [7; 15]

Jν(z) =
√

2
πz cos

(
z − π

2 ν −
π
4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν > 0,

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣ ∂q

∂θq
j
Y k
n,m(θ)

∣∣∣ 6 c2n
m
2 −1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... ,

(74)

а также леммы и ограничения на коэффициенты уравнения (1) и функции φ1(r, θ), φ2(r, θ),
ψ1(t, θ), ψ2(t, θ), аналогично [9; 10; 16] можно доказать, что полученное решение (73) принадлежит ис-
комому классу C(Ω̄βγ) ∩ C1(Ωβγ) ∩ C2(Ωβ ∪ Ωγ).

Разрешимость задачи 1 показана.

3. Единственность решения задачи 1
Для этого сначала построим решения задач Дирихле в области Ωβ для уравнения

L∗
1υ ≡ tp∆xυ − υtt −

m∑
i=1

aiυxi − bυt + dυ = 0 (6∗)

с данными
υ
∣∣
σβ∪Γβ

= 0, υ
∣∣
S
= τ̄kn(r)Y

k
n,m(θ), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (75)

а также в области Ωγ для уравнения

L∗
2ω ≡ (−t)p∆xυ − υtt −

m∑
i=1

aiωxi − bωt + dυ = 0 (43∗∗)

с условиями
ω
∣∣
σγ∪Γγ

= 0, ω
∣∣
S
= τ̄kn(r)Y

k
n,m(θ), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (76)

где τ̄kn(r) ∈ G, G− множество функций τ(r) из класса C1 ([0, 1])∩C2 ((0, 1)) . Очевидно,что G− плотна в
L2((0, 1))([14]). Решение задачи (6∗), (75) будем искать в виде (7), где функции ῡkn(r, t) будут определены
ниже. Тогда, аналогично п.3, функции ῡkn(r, t) удовлетворяют систему уравнений (9)–(11), где ãkin, akin, b̃kn
заменены соответственно на −ãkin, −akin, −b̃kn,а c̃kn на d̃kn, i = 1, ...,m, k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

Далее, из краевого условия (75), в силу (7), получим

ῡkn(r, β) = υkn(1, t) = 0, ῡknt(r, 0) = τ̄kn(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (77)

Как замечено, ранее что каждое уравнение системы (9)–(11) представимо в виде (12). В работе [16]
показано, что задача (12), (77) имеет единственное решение.

Таким образом, решение задачи (6∗), (75) в виде ряда (7) построено, которое, как доказано [16],
в силу (74) принадлежит классу C1(Ω̄β) ∩ C2(Ωβ).
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Аналогичным образом в виде (7) строится решение задачи (43∗∗), (76).
Из определения сопряженных операторов Lj , L

∗
j , j = 1, 2([17]) имеем

υL1u− uL∗
1υ = −υP1(u) + uP1(υ)− uυQ1,

ωL2u− uL∗
2ω = −ωP2(u) + uP2(ω)− uυQ2,

где

P1(u) = tp
m∑
i=1

uxi cos
(
N⊥

1 , xi
)
− ut cos

(
N⊥

1 , t
)
, P2(ω) = (−t)p

m∑
i=1

ωxi cos
(
N⊥

2 , xi
)
+ ωt cos

(
N⊥

2 , t
)
,

Q1 =
m∑
i=1

ai cos
(
N⊥

1 , xi
)
− b cos

(
N⊥

1 , t
)
, Q2 =

m∑
i=1

ai cos
(
N⊥

2 , xi
)
− b cos

(
N⊥

2 , t
)
,

а N⊥
1 , N

⊥
2 − внутренние нормали к границам ∂Ωβ , ∂Ωγ .

Далее, по формуле Грина получим∫
Ωβ

(υL1u− uL∗
1υ)dΩβ =

∫
∂Ωβ

[(
υ ∂u
∂N1

− u ∂υ
∂N1

)
M1 + uυQ1

]
ds,∫

Ωγ

(ωL2u− uL∗
2ω)dΩγ =

∫
∂Ωγ

[(
ω ∂u

∂N2
− u ∂ω

∂N2

)
M2 + uωQ2

]
ds,

(78)

∂

∂N1
= tp

m∑
i=1

cos
(
N⊥

1 , xi
)
− cos

(
N⊥

1 , t
) ∂
∂t
,

∂

∂N2
= (−t)p

m∑
i=1

cos
(
N⊥

2 , xi
)
+ cos

(
N⊥

2 , t
) ∂
∂t
,

Mj = t2p
m∑
i=1

cos2
(
N⊥

j , xi
)
+ cos

(
N⊥

j , t
)
, j = 1, 2.

Из (78), принимая во внимание однородные граничные условия (2), (3), а также условия (75), (76),
будем иметь ∫

S

(υut − uυt + buυ)ds =

∫
S

(ωut + uωt + buω)ds = 0

или ∫
S

u(υt + ωt)ds = 0. (79)

Поскольку υt
∣∣
t=0

̸= −ωt

∣∣
t=0

и линейная оболочка системы функций {
√
rJν(µsr)Y

k
n,m(θ)} плотна L2(S),

t = 0 [14], то из (79) заключаем, что u(x, 0) = 0, ∀x ∈ S. Стало быть, по принципу Хопфа [18] u = 0 в
Ωγ .

Отсюда, ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ S.
В силу единственности решения задачи Коши в области Ωβ : L1u = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ S [17]

вытекает, что u = 0 в Ωβ .
Теорема 1 доказана полностью.

4. Доказательство теоремы 2
Если выполняется условие (5), то из теоремы 1 вытекает, что решение задачи 1 единственно.
Пусть теперь условие (5) нарушено хотя бы для одного s = l.
Тогда, если решение однородной задачи, соответствующей задаче 1, будем искать в виде ряда (7),

то приходим к краевым задачам

M0T0,l ≡ T0,lx0x0 + µ2
l,nT0,s = −a0,l(x0), 0 < x0 < β′,

T0,l(β
′) = 0,

P0V0,l ≡ V0,lx0x0 − µ2
l,nV0,s = d0,l(x0), γ

′ < x0 < 0,

V0,l(γ
′) = 0.

В силу (35), (64) их решениями являются функции

T0,l(x0) = cosµl,nx0 + sinµl,nx0 +
cosµl,nx0

µl,n

x0∫
0

a0,l(ξ) sinµl,nξdξ − sinµl,nx0

µl,n

x0∫
0

a0,l(ξ) cosµl,nξdξ,

V0,l(x0) = chµl,nx0 + shµl,nx0 +
chµl,nx0

µl,n

0∫
x0

d0,l(ξ) shµl,nξdξ − shµl,nx0

µl,n

0∫
x0

d0,l(ξ) chµl,nξdξ.
(80)
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Далее, из (31), (79) следует, что задачи (19), (20) и (55), (56) имеют ненулевые решения

υkα,n(r, x0) = γα
√
r

 1∫
0

T0,l(ξx0)(1− ξ2)
α
2 −1dξ

 Jν(µl,nr),

ωk
α,n(r, x0) = γα

√
r

 1∫
0

V0,l(ξx0)(1− ξ2)
α
2 −1dξ

 Jν(µl,nr), ν =
n+ (m− 2)

2
.

Следовательно, нетривиальным решением однородной задачи 1 являются функции

u(r, θ, t) =
∞∑

n=1

kn∑
k=1

n−pr
(1−m)

2 υkα,n(r, x0)Y
k
n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑

n=1

kn∑
k=1

n−pr
(1−m)

2 ωk
α,n(r, x0)Y

k
n,m(θ), t < 0.

При этом из (74) следует, что они принадлежат искомому классу, если p > 3m
2 .
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