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ЭФФЕКТ ВЛИЯНИЯ БЕЛОГО ШУМА В ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ РЕАКЦИИ2

Работа посвящена проблеме влияния гауссовского белого шума на цикл–утку в динамической
модели электрохимической реакции. Это исследование проводится на примере электрохимической
реакции типа Купера — Слайтера. Выполнен анализ индуцированных шумом переходов. Исследовано
воздействие внешних возмущений на предельный цикл, в каждой точке которого была найдена
чувствительность цикла к шуму. Получено значение критической интенсивности шума, при которой
колебания малой амплитуды преобразуются в колебания смешанного типа. Показано, что увеличение
интенсивности случайных возмущений может привести к значительным деформациям режимов в
модели вплоть до их разрушения.
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Введение

Анализ вызванных случайными возмущениями изменений в поведении динамических систем привле-
кает внимание исследователей в различных областях естествознания. Стохастические флуктуации часто
вызывают неожиданный отклик в работе электронных генераторов и лазеров, приводят к смене динами-
ческих режимов функционирования химических и биологических систем. Конструктивная роль шумов
подтверждается такими явлениями, как стохастических резонанс, идуцированные шумом переходы, ин-
дуцированный шумом порядок, индуцированный шумом хаос.

Даже небольшие случайные возмущения могут привести к глубоким качественным изменениям в
нелинейной динамике системы. Ситуация может стать нестабильной не только из-за в корне неправиль-
ных действий, но и из-за небольших изменений определенных параметров. В химической системе роль
таких случайных возмущений могут сыграть различные примеси, тепловые колебания и многие другие
внешние факторы.

Целью данной работы является исследование влияния шума [1, 2] на критический режим динами-
ческой модели электрохимической реакции Купера — Слайтера [3], лежащей в основе работы электро-
химических реакторов.

1. Динамическая модель

Исследуется модель электрохимической реакции типа Купера — Слайтера [4]. В безразмерном ви-
де динамическая модель электрохимической реакции представляет собой систему дифференциальных
уравнений

du

dt
= −kaeγθ/2u(1− θ) + kde

−γθ/2θ + 1− u, (1.1)

1 c⃝ Фирстова Н.М., 2018
Фирстова Наталья Михайловна (firstova.natalia@yandex.ru), кафедра технической кибернетики, Самарский наци-

ональный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара,
Московское шоссе, 34.

2Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства Самарской области в рамках научного про-
екта No 16-41-630529 р a и Министерства образования и науки Российской Федерации в рамках программы повышения
конкурентоспособности Самарского университета (2013–2020).



42 Н.М. Фирстова

β
dθ

dt
= kae

γθ/2u(1− θ)− kde
−γθ/2θ − kee

α0ζEθ, (1.2)

где переменная u — это безразмерная концентрация электролита X по поверхности (поверхностная кон-
центрация), β — безразмерная объемная концентрация Х. Безразмерная переменная θ отражает коли-
чество адсорбированного на поверхности электрода вещества Х, E — потенциал электрода, β — коэф-
фициент покрытия адсорбата, α0 — коэффициент симметрии для переноса электронов. Плотность тока
задается в безразмерной форме посредством уравнения J = kee

α0ζEθ; ζ = F/(RT ), где R — универсаль-
ная газовая постоянная, F — постоянная Фарадея, T — температура.

Так как параметр β является малым, то система (1.1), (1.2) является сингулярно возмущенной.
В работах [5–8] был проведен детальный анализ детерминированной модели с помощью методов тео-

рии сингулярных возмущений и численными методами и показано, что критический режим моделиру-
ется траекторией-уткой. Такой режим играет роль своеобразного водораздела между двумя основными
типами режимов протекания реакции: устойчивым циклом и релаксационными колебаниями [9–13].

1.1. Критический режим в модели

В работе [5] было показано, что в системе есть несколько вариантов расположения особой точки.
В первом случае особая точка располагается на устойчивом участке нулевого приближения медленного
инвариантного многообразия [14]. Тип особой точки — устойчивый фокус. Во втором случае особая
точка находится на неустойчивой части нулевого приближения медленного инвариантного многообразия.
Если она удалена от точек срыва на значительное расстояние, то в системе наблюдаются релаксационные
колебания.

При дальнейших незначительных изменениях управляющего параметра (значения остальных пара-
метров будут фиксированы), особая точка перемещается на неустойчивую часть нулевого приближения
медленного инвариантного многообразия, оставаясь в малой, порядка O(β) при β → 0, окрестности точ-
ки срыва. Особая точка становится неустойчивым фокусом, и от нее отделяется замкнутая траектория,
амплитуда которой растет пропорционально квадратному корню от приращения управляющего парамет-
ра, то есть в системе наблюдается бифуркация Андронова — Хопфа. Бифуркация Андронова — Хопфа
устанавливает связь между потерей устойчивости положений равновесия и возникновением периодиче-
ских решений в системах дифференциальных уравнении. В экспериментах при значениях параметра,
близких к бифуркационному, возникающее периодическое решение мало отличается от стационарного
решения, поскольку его ампитуда очень мала и может теряться в экспериментальном шуме. Однако
при достижении параметром уточного значения ситуация резко меняется: незначительное изменение па-
раметра приводит к так называемому уточному взрыву, когда амплитуда концентрационных колебаний
практически мгновенно принимает достаточно большие значения. Это означает, что уточное значение
параметра должно рассматриваться как граница безопасного протекания процесса [9–13].

Траектория–утка и значение управляющего параметра k∗e могут быть представлены в виде асимм-
тотического разложения по степеням малого параметра β [15]:

u = Φ(θ, β) = u0(θ) + βu1(θ) + β2u2(θ) + . . . , (1.3)

k∗e = χ(β) = χ0 + βχ1 + β2χ2 + . . . . (1.4)

Для того, чтобы найти асимптотическое представление траектории-утки мы подставляем уравения
(1.3) и (1.4) в уравнение инвариантности

du

dθ
g(u, θ) = βf(u, θ). (1.5)

полученное из системы (1.1), (1.2). После подстановки получим:

u0(θ) =
(kde

−γθ/2 + χ0e
α0ζE)θ

kaeγθ/2(1− θ)
, (1.6)

u1(θ) =
−kau0(θ)(1− θ)eγθ/2 + kde

−γθ/2θ + 1− u0(θ) + χ1e
α0ζEθu′0(θ)

kaeγθ/2u′0(θ)
, (1.7)

χ0 =
ka(1− θ̄)eγθ̄/2 − kde

−γθ̄/2θ̄

(ka(1− θ̄)eγθ̄/2 − 1)eα0ζE θ̄
, (1.8)

χ1 = −kau1(θ̄)(1− θ̄)eγθ̄/2 + u1(θ̄) + kau1(θ̄)u
′
1(θ̄)(1− θ̄)eγθ̄/2

eα0ζE θ̄u′1(θ̄)
, (1.9)

где значение θ = θ̄ — значение в точке срыва.
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Уравнения (1.6)–(1.9) определяют первое приближение для траектории–утки, проходящей через точку
срыва (u(θ̄), θ̄) системы (1.1), (1.2).

Во время проведения исследования мы столкнулись с проблемой влияния внешнего шума на крити-
ческий режим в модели. Так как этот режим моделируется траекторией–уткой, необходимо изучить, как
изменяется ее форма, размер и сама возможность существования под действием внешних возмущений.
[16; 17].

2. Стохастическая модель

Исследуется модель электрохимической реакции типа Купера — Слайтера с учетом случайных воз-
мущений. Предполагается, что в системе присутствует белый шум малой интенсивности:

du

dt
= −kaexp(γθ/2)u(1− θ) + kdexp(−γθ/2)θ + 1− u+ ϵξ1, (2.1)

β
dθ

dt
= kaexp(γθ/2)u(1− θ)− kdexp(−γθ/2)θ − keexp(α0fE)θ + ϵξ2. (2.2)

Зафиксируем следующие значения параметров ϵ = 0.2, γ = 8.99, ka = 10, kd = 100, ke = 0,85, α0 =
= 0,5, f = 38,7, E = 0,207 если только другие значения не указаны в подписях к рисункам.

Начнем с анализа стохастической чувствительности равновесия системы в зависимости от управля-
ющего параметра ke.

3. Теоретическая чувствительность к шуму

Для анализа чувствительности к шуму стохастического равновесия динамической системы в рабо-
тах [18–19] был использован метод функции стохастической чувствительности (ФСЧ). Он основан на
вычислении матрицы стохастической чувствительности W . Это положительно определенная матрица,
характеризующая разброс случайных траекторий системы вокруг положения равновесия. Собственные
числа матрицы W являются теоретическими характеристиками чувствительности к шуму.

Матрица W находится из решения матричного уравнения:

FW +WFT + S = 0, (3.1)

где

F =

(
∂f
∂u

∂f
∂θ

∂g
∂u

∂g
∂θ

)
(ū,θ̄)

, S =

(
1 0
0 1

)
,W =

(
w11 w12

w12 w22.

)
, (3.2)

Элементы матрицы W могут быть получены из (3.1):

w11 =
−1− 2fθw12

2fu
, w22 =

−1− 2guw12

2gθ
, w12 =

fufθ + gugθ
2(f2θ gθ + g2θfu − fufθgu − fugugθ)

,

и собственные числа:

λ1,2 =
w11 + w22 ±

√
(w11 + w12)2 − 4(w11w22 − w2

12)

2
. (3.3)

где

fu =
∂f

∂u
(ū, θ̄), fθ =

∂f

∂θ
(ū, θ̄), gu =

∂g

∂u
(ū, θ̄), gθ =

∂g

∂θ
(ū, θ̄).

Результаты, полученные теоретическим методом, представлены на рисунке 1.
Можно увидеть, что одно из собственных значений (3.3) очень мало (рис. 1, красная линия), таким

образом стохастическая чувствительность определяется наибольшим из собственных значений. График
показывает, что стохастическое равновесие становится более чувствительным к шуму по мере увеличения
управляющего параметра ke.

4. Индуцированные шумом переходы

В стохастической модели при воздействии шума возможны качественные изменения — при достиже-
нии некоторого критического значения интенсивности шума ϵcrпроисходит переход из одного детерми-
нированного аттрактора (точки покоя) в другой (предельный цикл). Такие качественные изменения в
системе называют индуцированные шумом переходы. Рассмотрим изменение стохастического фазового
портрета, в зависимости от интенсивности шума.
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Рис. 1. Теоретическая чувствительность к шуму

При малом шуме разброс случайных состояний всегда находится в окрестности равновесия. С ро-
стом интенсивности шума появляются редкие переходы через неустойчивый цикл на предельный цикл
и обратно. То есть наблюдаются колебания смешанного типа (рис. 2). Однако, с ростом бифуркационно-
го параметра и приближением к зоне, где точка покоя теряет устойчивость, колебания принимают вид
большеамплитудных (рис. 3). При дальнейшем увеличении интенсивности шума переходы становятся
более частыми.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

θ

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

u(
t)

0 20 40 60 80 100

t
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

θ(
t)

Рис. 2. Индуцированный шумом переход для значения управляющего параметра и величины шума
ke = 0.85, ϵ = 0.0098
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Рис. 3. Индуцированный шумом переход для значения управляющего параметра и величины шума ke =
= 0.85, ϵ = 0.02

Таким образом, используя аппарат функции стохастической чувствительности (ФСЧ), мы можем
предсказать значение интенсивности шума ϵcr соответствующее началу переходов. Например, для управ-
ляющего параметра ke = 0.85, на котором были продемонстрированы индуцированные шумом переходы,
критическое значение интенсивности шума примерно равно ϵcr ≈ 0.009495.

Выполнив поиск критических значений интенсивности шума для значений параметра ke из устой-
чивой зоны, мы получили зависимость ϵcr от управляющего параметра. Из графика (4) видно, что с
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ростом величины бифуркационного параметра значение интенсивности шума, при котором начинают
проявляться переходы между аттракторами, уменьшается.
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Рис. 4. Зависимость критического значения шума от управляющего параметра ke

Выводы
Было проведено исследование влияния гауссовского белого шума на цикл–утку в динамической моде-

ли электрохимической реакции. Был выполнен анализ индуцированных шумом переходов, исследовано
воздействие внешних возмущений на предельный цикл, в каждой точке которого была найдена чув-
ствительность цикла к шуму. Получена критическая интенсивность шума, при которой колебания малой
амплитуды преобразуются в колебания смешанного типа. Основой исследования является техника функ-
ций стохастической чувствительности. Эффективность данного аналитического подхода подтверждается
хорошим соответствием теоретических оценок и результатов прямого численного моделирования.
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N.M. Firstova3

WHITE NOISE EFFECT IN THE DYNAMIC MODEL
OF THE ELECTROCHEMICAL REACTION4

The work is devoted to the problem of the Gaussian white noise influence on a canard cycle in a
dynamic model of an electrochemical reaction. This study is conducted on the example of an electro-
chemical reaction of the Cooper-Slyter type. An analysis of noise-induced transitions was performed, the
effect of external disturbances on the limit cycle is investigated, the sensitivity of the cycle to the noise
is found. A critical noise intensity, at which the small-amplitude oscillations are transformed into mixed-
mode oscillations, is obtained. It is shown that an increase in the intensity of random perturbations can
lead to significant deformations of the modes in the model up to their destruction.

Key words: random perturbations, Gaussian white noise, stochastic sensitivity, system stability, ca-
nard cycle, differential equations, stochastic equations.
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