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Метод интегральных многообразий применяется для исследования многомерных систем диффе-
ренциальных уравнений. Он позволяет решать важную задачу понижения размерности. Часто задать
инвариантное многообразие в явном виде не удается. В таких случаях для редукции систем диффе-
ренциальных уравнений возможно использовать параметрическое задание медленных инвариантных
многообразий. При этом в качестве параметров могут выступать либо часть быстрых переменных,
либо быстрые переменные, дополненные некоторым количеством медленных.
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1. Предварительные сведения
Понижение размерности моделей является основным приемом исследования сложных систем любой

природы. В статье рассматривается метод редукции системы, основывающийся на теории инвариантных
многообразий, в которой исходная система заменяется другой системой на инвариантном многообразии
меньшей размерности [1–3].

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ = f(x, y, ε), (1.1)

εẏ = g(x, y, ε), (1.2)

где x ∈ Rn, y ∈ Rn, ε – малый положительный параметр, 0 < ε ≪ 1. Функции f и g определены и
непрерывны по совокупности переменных при всех x ∈ Rn, y ∈ D ⊂ Rm (D — некоторая область в
пространстве Rm).

Под инвариантным многообразием системы (1.1), (1.2) будем понимать такую поверхность S, что
для любой точки (t0, x0, y0) ∈ S траектория

(x(t, ε), y(t, ε)),

для которой выполняется условие

x(t0, ε) = x0, y(t0, ε) = y0,

принадлежит S для всех t ∈ R.
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Если медленное инвариантное многообразие притягивающее, то анализ исходной системы можно заме-
нить исследованием медленной подсистемы. Асимптотические разложения инвариантных многообразий
в окрестности медленных поверхностей были предложены в работах [3–9].

Будем предполагать, что для системы (1.1), (1.2) выполнены следующие условия:
I. Уравнение g(x, y, 0) = 0 имеет изолированное решение y = ψ0(x) при x ∈ Rn.
II. В области Ω0 = {(x, y, ε)| x ∈ Rn, ∥y−ψ0(x)∥ < ρ, 0 6 ε 6 ε0} функции f , g равномерно непрерывны

и ограничены вместе с частными производными по всем переменным до (k+2)-го порядка включительно
(k > 0).

III. Собственные значения λi(x) (i = 1, . . . ,m) матрицы

B(x) =
∂g

∂y
(x, ψ0(x), 0)

подчиняются неравенству
Reλi(x) 6 −2γ < 0. (1.3)

Положив в системе (1.1), (1.2) ε = 0, получим вырожденную систему

ẋ = f(x, y, 0),

0 = g(x, y, 0). (1.4)

При построении асимптотических разложений медленных инвариантных многообразий принято считать,
что вырожденное уравнение позволяет найти явное выражение для медленной поверхности. Однако,
часто уравнения, входящие в систему (1.4) оказываются либо трансцендентыми, либо полиномами вы-
сокой степени относительно y, что не позволяет найти решение этой системы в виде y = ψ0(x). Тогда
для редукции систем дифференциальных уравнений возможно использовать параметрическое задание
медленных инвариантных многообразий [1; 10]. Ниже рассмотрим три случая, в которых в качестве
параметров могут выступать либо быстрые переменные, либо только часть быстрых переменных, либо
быстрые переменные, дополненные некоторым количеством медленных.

2. Основные результаты

2.1. Случай равенства размерностей быстрых и медленных переменных
Пусть размерность вектора переменных x совпадает с размерностью вектора переменных y. Пред-

положим, что систему (1.4) удается разрешить относительно x, а именно записать решение в виде x =
= φ0(y) [1]. В качестве параметра удобно выбрать вектор быстрых переменных y. Тогда и медленное
инвариантное многообразие целесообразно искать в параметрической форме

x = φ(y, ε). (2.1)

Уравнение инвариантности получим, подставив (2.1) в (1.1). Имеем

∂φ

∂y
g(φ, y, ε) = εf(φ, y, ε). (2.2)

Для всех функций, входящих в (2.2), запишем формальные асимптотические разложения по степеням
малого параметра ε :

x = φ(y, ε) = φ0(y) + εφ1(y) + ...+ εkφk(y) + ..., (2.3)

f

∑
k>0

εkφk, y, ε

 =
∑
k>0

εkf (k)(φ0, ..., φk, y),

g

∑
k>0

εkφk, y, ε

 = g(0)(φ0, y) +B(y)
∑
k>1

εkφk +
∑
k>1

εkg(k)(φ0, ..., φk−1, y),

где gx(φ0, y, 0) = B(y), g(0)(φ0, y) = g(φ0, y, 0), матрица B(y) — невырожденная [1, 2, 6].
С учетом этих разложений уравнение инвариантности (2.2) примет вид:

∑
k>0

εk
∂φk
∂y

g(0) +B
∑
k>1

εkφk +
∑
k>1

εkg(k)

 = ε
∑
k>0

εkf (k).

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, при det
(
∂φ0

∂y

)
̸= 0 однозначно находим коэф-

фициенты асимптотического разложения функции x :
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ε0 : g(φ0, y, 0) = 0. Решением системы является функция φ0(y).

ε1 : φ1 =
(
∂φ0

∂y B
)−1 (

f (0) − ∂φ0

∂y g
(1)
)
.

...

εk : φk =
(
∂φ0

∂y B
)−1

[
f (k−1) − ∂φ0

∂y g
(k) −

k−1∑
i=1

∂φi

∂y

(
Bφi + g(k−i)

)]
.

...

Таким образом, формула (2.3) задает медленное инвариантное многообразие системы (1.1), (1.2) в
виде асимптотического ряда, коэффициенты которого φk, k = 0, 1, ... определены выше.

2.2. Размерность медленных переменных меньше размерности быстрых

Рассмотрим снова систему (1.1), (1.2). Предположим, что количество быстрых переменных превышает
количество медленных. В этом случае система (1.4) содержит m уравнений и n неизвестных, причем
n < m. Чтобы найти решение системы, в качестве неизвестных возьмем вектор переменных x (dimx = n),
дополненный m−n компонентами вектора y. Благодаря этому в системе (1.4) количество уравнений и
неизвестных будут совпадать. Предположим, что решение системы удается записать в параметрической
форме

x = φ0(y2), y1 = ψ0(y2),

где y = (y1, y2)
T , y2 играет роль параметра, dim y2 = n.

Систему (1.1), (1.2) в таком случае удобнее переписать в виде

ẋ = f(x, y1, y2, ε),

εẏ1 = g1(x, y1, y2, ε), (2.4)

εẏ2 = g2(x, y1, y2, ε).

Медленное инвариантное многообразие будем искать в параметрическом виде

x = φ(y2, ε), y1 = ψ(y2, ε). (2.5)

Подставив (2.5) в первые две подсистемы системы (2.4), получим уравнения инвариантности

∂φ

∂y2
g2(φ,ψ, y2, ε) = εf(φ,ψ, y2, ε),

∂ψ

∂y2
g2(φ,ψ, y2, ε) = g1(φ,ψ, y2, ε).

Для функций f(φ,ψ, y2, ε), g1(φ,ψ, y2, ε), g2(φ,ψ, y2, ε), φ(y2, ε), ψ(y2, ε) запишем формальные асимп-
тотические разложения:

φ(y2, ε) = φ0(y2) + εφ1(y2) + ...+ εkφk(y2) + ..., (2.6)

ψ(y2, ε) = ψ0(y2) + εψ1(y2) + ...+ εkψk(y2) + ..., (2.7)

f

∑
k>0

εkφk,
∑
k>0

εkψk, y2, ε

 =
∑
k>0

εkf (k)(φ0, ..., φk, ψ0, ..., ψk, y2),

g1

∑
k>0

εkφk,
∑
k>0

εkψk, y2, ε

 = g
(0)
1 (φ0, ψ0, y2) +G1(y2)

∑
k>1

εkφk+

+B1(y2)
∑
k>1

εkψk +
∑
k>1

εkg
(k)
1 (φ0, ..., φk−1, ψ0, ..., ψk−1, y2),

g2

∑
k>0

εkφk,
∑
k>0

εkψk, y2, ε

 = g
(0)
2 (φ0, ψ0, y2) +G2(y2)

∑
k>1

εkφk+

+B2(y2)
∑
k>1

εkψk +
∑
k>1

εkg
(k)
2 (φ0, ..., φk−1, ψ0, ..., ψk−1, y2),

где G1(y2) = g1x(φ0, ψ0, y2, 0), G2(y2) = g2x(φ0, ψ0, y2, 0), B1(y2) = g1y1(φ0, ψ0, y2, 0), g
(0)
1 (φ0, ψ0, y2) =

= g1(φ0, ψ0, y2, 0), g
(0)
2 (φ0, ψ0, y2) = g2(φ0, ψ0, y2, 0).
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Полученные формальные разложения подставим в уравнения инвариантности. Имеем

∑
k>0

εk
∂φk
∂y2

g(0)2 +G2

∑
k>1

εkφk +B2

∑
k>1

εkψk +
∑
k>1

εkg
(k)
2

 = ε
∑
k>0

εkf (k),

∑
k>0

εk
∂ψk
∂y2

g(0)2 +G2

∑
k>1

εkφk +B2

∑
k>1

εkψk +
∑
k>1

εkg
(k)
2

 =

= g
(0)
1 +G1

∑
k>1

εkφk +B1

∑
k>1

εkψk +
∑
k>1

εkg
(k)
1 .

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ε.
Так при ε0 получим:

∂φ0

∂y2
g02 = 0,

∂ψ0

∂y2
g02 = g01 .

Пусть det ∂φ0

∂y2
̸= 0. Следовательно, получим систему уравнений

g1(φ0, ψ0, y2, 0) = 0,

g2(φ0, ψ0, y2, 0) = 0,

решением которой являются функции φ0(y2), ψ0(y2).
При ε1 имеем:

∂φ0

∂y2

(
G2φ1 +B2ψ1 + g

(1)
2

)
= f (0),

∂ψ0

∂y2

(
G2φ1 +B2ψ1 + g

(1)
2

)
= G1φ1 +B1ψ1 + g

(1)
1 .

Разрешим систему относительно φ1(y2) и ψ1(y2) :

φ1 = A−1
1

[
g
(1)
1 +B1

(
∂ψ0

∂y2
B2

)−1
∂ψ0

∂y2
g
(1)
2 −

(
∂ψ0

∂y2
B2 −B1

)(
∂ψ0

∂y2
B2

)−1
∂ψ0

∂y2

(
∂φ0

∂y2

)−1

f (0)

]
,

ψ1 = A−1
2

[
g
(1)
1 +G1G

−1
2 g

(1)
2 −

(
∂ψ0

∂y2
G2 −G1

)(
∂φ0

∂y2
G2

)−1

f (0)

]
,

где A1 = B1

(
∂ψ0

∂y2
B2

)−1
∂ψ0

∂y2
G2 −G1, A2 = G1G

−1
2 B2 −B1.

...

Далее, при εk :

∂φ0

∂y2

(
G2φk +B2ψk + g

(k)
2

)
+ ...+

∂φk−1

∂y2

(
G2φ1 +B2ψ1 + g

(1)
2

)
= f (k−1),

∂ψ0

∂y2

(
G2φk +B2ψk + g

(k)
2

)
+ ...+

∂ψk−1

∂y2

(
G2φ1 +B2ψ1 + g

(1)
2

)
= G1φk +B1ψk + g

(k)
1 .

Следовательно,

φk = A−1
1

[
g
(k)
1 +B1

(
∂ψ0

∂y2
B2

)−1
∂ψ0

∂y2
g
(k)
2 −

k−1∑
i=1

∂ψi
∂y2

(
G2φk−i + g

(k−i)
2

)
−

−
(
∂ψ0

∂y2
B2 −B1

)(
∂ψ0

∂y2
B2

)−1
∂ψ0

∂y2

(
∂φ0

∂y2

)−1
(
f (k−1) −

k−1∑
i=1

∂ψi
∂y2

(
G2φk−i + g

(k−i)
2

))]
,

ψk = A−1
2

[
g
(k)
1 +G1G

−1
2 g

(k)
2 −

k−1∑
i=1

∂ψi
∂y2

(
G2φk−i + g

(k−i)
2

)
−

−
(
∂ψ0

∂y2
G2 −G1

)(
∂φ0

∂y2
G2

)−1
(
f (k−1) −

k−1∑
i=1

∂φi
∂y2

(
G2φk−i + g

(k−i)
2

))]
,

Таким образом, удалось однозначно определить все коэффициенты разложения медленного инвари-
антного многообразия (2.6), (2.7).
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2.3. Размерность медленных переменных больше размерности быстрых
Рассмотрим случай, когда размерность медленных переменных больше размерности быстрых. Обра-

тим внимание на вырожденную подсистему (1.4). Она содержит m уравнений и n неизвестных, причем
n > m. Тогда в качестве параметров следует взять все быстрые переменные y и n − m медленных.
Решение системы (1.4) можно записать в параметрической форме

x1 = φ0(x2, y),

где x = (x1, x2)
T , x2 и y – параметры, dimx2 = n−m.

Систему (1.1), (1.2) целесообразно будет переписать в виде
ẋ1 = f1(x1, x2, y, ε),

ẋ2 = f2(x1, x2, y, ε), (2.8)
εẏ = g2(x1, x2, y, ε).

Медленное инвариантное многообразие будем искать также в параметрической форме
x1 = φ(x2, y, ε). (2.9)

Для того, чтобы получить уравнение инвариантности, подставим соотношение (2.9) в систему (2.8):

ε
∂φ

∂x2
f2(φ, x2, y, ε) +

∂φ

∂y
g(φ, x2, y, ε) = εf1(φ, x2, y, ε). (2.10)

Разложив все функции, входящие в (2.10) в формальные ряды по степеням ε :

φ(x2, y, ε) = φ0(x2, y) + εφ1(x2, y) + ...+ εkφk(x2, y) + ..., (2.11)

f1

∑
k>0

εkφk, x2, y, ε

 =
∑
k>0

εkf
(k)
1 (φ0, ..., φk, x2, y),

f2

∑
k>0

εkφk, x2, y, ε

 =
∑
k>0

εkf
(k)
2 (φ0, ..., φk, x2, y),

g

∑
k>0

εkφk, x2, y, ε

 = g(0)(φ0, x2, y) +B(x2, y)
∑
k>1

εkφk +
∑
k>1

εkg(k)(φ0, ..., φk−1, x2, y),

где gx1(φ0, x2, y, 0) = G(x2, y), получим

ε
∑
k>0

εk
∂φk
∂x2

∑
k>0

εkf
(k)
2 +

∑
k>0

∂φk
∂y

g(0) +G
∑
k>1

εkφk +
∑
k>1

εkg(k)

 = ε
∑
k>0

εkf
(k)
1 .

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ε.
При ε0 имеем:

∂φ0

∂y
g(φ0, y, 0) = 0.

При det
(
∂φ0

∂y

)
̸= 0 решением системы является функция φ0(x2, y).

При ε1 получим:
∂φ0

∂x2
f
(0)
2 +

∂φ0

∂y

(
Gφ1 + g(1)

)
= f

(0)
1 .

Следовательно, при det
(
∂φ0

∂y G
)
̸= 0 имеем

φ1 =

(
∂φ0

∂y
G

)−1(
f
(0)
1 − ∂φ0

∂x2
f
(0)
2 − ∂φ0

∂y
g(1)

)
.

...

Выражение при εk имеет вид:
∂φ0

∂x2
f
(k−1)
2 + ...+

∂φk−1

∂x2
f
(0)
2 +

∂φ0

∂y

(
Gφk + g(k)

)
+ ...+

∂φk−1

∂y

(
Gφ1 + g(1)

)
= f

(k−1)
1 .

Откуда

φk =

(
∂φ0

∂y
G

)−1
[
f
(k−1)
1 −

k−1∑
i=0

∂φi
∂x2

f (k−i−1) −
k−1∑
i=1

∂φi
∂y

(
Bφk−i + g(k−i)

)
− ∂φ0

∂y
g(k)

]
.

...

Таким образом, формула (2.11) задает медленное инвариантное многообразие системы (2.8) в виде
асимптотического ряда, коэффициенты которого φk, k = 0, 1, ..., определены выше.
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2.4. Пример

В качестве примера рассмотрим следующую систему, состоящую из трех уравнений

ẋ1 = x2,

ẋ2 = y, (2.12)

εẏ = −y − ey − x1 − x2.

В данном случае система имеет одну быструю переменную и две медленные. Положив ε = 0, получим
вырожденную систему

ẋ1 = x2,

ẋ2 = y, (2.13)

0 = −y − ey − x1 − x2.

Последнее уравнение системы (2.13) не может быть разрешено относительно y. Но можно заметить,
что одна из медленных переменных выражается через быструю переменную и другую медленную:

x1 = −x2 − y − ey.

Таким образом, в качестве параметров могут быть выбраны переменные x2 и y. Тогда инвариантное
многообразие следует искать в параметрическом виде

x1 = φ(x2, y, ε). (2.14)

Уравнение инвариантности получим, подставив (2.14) в первое уравнение системы (2.12). Имеем

∂φ

∂x2
y +

∂φ

∂y

1

ε
(−y − ey − φ− x2) = x2. (2.15)

Разложим инвариантное многообразие (2.14) в асимптотический ряд по степеням малого параметра ε
(ε→ 0) :

φ(x2, y, ε) = φ0(x2, y) + εφ1(x2, y) + ε2φ2(x2, y) +O(ε3). (2.16)

Подставим разложение (2.16) в уравнение инвариантности (2.15):(
∂φ0

∂y
+ ε

∂φ1

∂y
+ ε2

∂φ2

∂y
+ ...

)(
−y − ey − x2 − φ0 − εφ1 − ε2φ2 − ...

)
+

ε

(
∂φ0

∂x2
+ ε

∂φ1

∂x2
+ ε2

∂φ2

∂x2
+ ...

)
y = εx2.

Приравняем коэффициенты при соответствующих степенях параметра ε.
При ε0 имеем:

−y − ey − x2 − φ0 = 0.

Решением уравнения является функция

φ0 = −y − ey − x2.

При ε1 имеем:
∂φ0

∂x2
y − ∂φ0

∂y
φ1 = x2.

Выразим искомую функцию φ1(x2, y) :

φ1 =

(
∂φ0

∂y

)−1(
∂φ0

∂x2
y − x2

)
.

После подстановки значения для φ0, имеем

φ1 =
y + x2
1 + ey

.

Далее, при ε2 :
∂φ1

∂x2
y − ∂φ0

∂y
φ2 −

∂φ1

∂y
φ1 = 0.

Выразим функцию φ2(x2, y) :

φ2 =

(
∂φ0

∂y

)−1(
∂φ1

∂x2
y − ∂φ1

∂y
φ1

)
.
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Следовательно,

φ2 =
1

(1 + ey)4
[
(y + x2)(1 + ey(1− y − x2))− y(1 + ey)2)

]
.

Таким образом, получили асимптотическое приближение вида

x1 = −y − ey − x2 + ε
y + x2
1 + ey

+ ε2
(y + x2)(1 + ey(1− y − x2))− y(1 + ey)2)

(1 + ey)4
+O(ε3).

Выводы
В статье рассмотрена задача параметризации медленных инвариантных многообразий многомерных

систем дифференциальных уравнений. Получены алгоритмы построения медленных инвариантных мно-
гообразий в случае различных размерностей быстрой и медленной переменных. Следует отметить, что
медленные инвариантные многообразия используются для понижения размерности систем дифференци-
альных уравнений.
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V.A. Sobolev, E.A. Shchepakina, E.A. Tropkina3

PARAMETRIZATION OF INVARIANT MANIFOLDS OF SLOW MOTIONS4

The method of integral manifolds is used to study the multidimensional systems of differential equa-
tions. This approach allows to solve an important problem of order reduction of differential systems. If
a slow invariant manifold cannot be described explicitly then its parametrization is used for the system
order reduction. In this case, either a part of the fast variables, or all fast variables, supplemented by
a certain number of slow variables, can play a role of the parameters.

Key words: singular perturbations, integral manifold, order reduction, asymptotic expansion,
parametrization, differential equations, fast variables, slow variables.
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