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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ С НЕЛОКАЛЬНЫМ ПО ПЕРЕМЕННОЙ
ВРЕМЕНИ УСЛОВИЕМ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассмотрена краевая задача с нелокальным по переменной времени условием для одно-
мерного гиперболического уравнения. Основным результатом является доказательство единственно-
сти решения. Важным этапом обоснования этого утверждения является доказательство эквивалент-
ности поставленной нелокальной задачи и краевой задачи с классическими начальными условиями
для нагруженного уравнения.
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Введение

Задачи с нелокальными условиями для уравнений в частных производных активно изучаются в на-
стоящее время и результаты их исследований опубликованы в многочисленных статьях. Отметим лишь
некоторые из них, а именно те, в которых рассматриваются задачи с нелокальными интегральными
условиями [1–6] и обратим внимание на список литературы в них.

Интерес к ним вызван необходимостью обобщения классических задач математической физики в свя-
зи с математическим моделированием ряда физических процессов, изучаемых современным естествозна-
нием [7; 8]. В тех случаях, когда граница области протекания физического процесса недоступна для
непосредственных измерений, дополнительной информацией, достаточной для однозначной разрешимо-
сти соответствующей математической задачи, могут служить нелокальные условия в интегральной фор-
ме.

В предлагаемой статье рассмотрена задача с нелокальным по времени интегральным условием для
гиперболического уравнения.

1. Постановка задачи и основной результат

В конечной области QT = (0, l)× (0, T ) рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(x)utt − auxx + but + c(x, t)u = f(x, t) (1)

и поставим следующую задачу: найти в области QT решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям:

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, (2)

ut(x, 0) = 0, (3)

u(x, 0) +

T∫
0

H(t)u(x, t)dt = 0. (4)

В условии (4) H(t) задана в [0, T ] и такова, что h = ||H||L2(0,T ) < 1.
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Теорема. Пусть выполняются условия

a ∈ C1(Q̄T ), c ∈ C(Q̄T ), ct ∈ C(Q̄T ), b ∈ C(Q̄T ),K ∈ C[0, l],H ∈ C2(0, T ) ∩ C1[0, T ];

a(x, t) > a0 > 0, c(x, t) > c0 > 0,K(x) > k0 > 0,H(T ) = H ′(T ) = 0, hT < 1;

Тогда существует не более одного решения задачи (1)—(4).
Доказательство.
На первом шаге доказательства покажем, что задача (1)—(4) эквивалентна задаче с классическими

начальными данными для некоторого нагруженного уравнения.
Введем оператор B формулой

Bu ≡ u(x, t) +

T∫
0

H(t)u(x, t)dt

и будем обозначать v(x, t) = Bu.
Пусть u(x, t) — решение задачи (1)—(4). Тогда, как нетрудно видеть, функция v = Bu удовлетворяет

условиям
vx(0, t) = vx(l, t) = 0, v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0

и уравнению

Lv − L(

T∫
0

H(t)u(x, t)dt) = f(x, t).

Преобразуем последнее слагаемое левой части этого уравнения.

L(

T∫
0

H(t)u(x, t)dt) = −
T∫

0

H(τ)a(x, τ)uxx(x, τ)dτ + c(x, t)

T∫
0

H(τ)u(x, τ)dτ.

Так как по предположению u(x, t) удовлетворяет уравнению (1), то

auxx = K(x)utt + but + cu− f(x, t).

Это представление дает нам возможность сделать преобразования, а именно, возможность интегри-
рования по частям, которые приводят к равенству, в котором уже учтены условия теоремы:

K(x)vtt − avxx + bvt + cv +B(x, t)u(x, 0)+

+

T∫
0

P̃ (x, t, τ)u(x, τ)dτ = f(x, t) +

T∫
0

Hfdτ.

В этом равенстве обозначено:

[a(x, t)H ′(0)− b(x, 0)H(0)]K(x) = B(x, t),

[H ′′(τ)− (H(τ)b(x, τ))τ +H(τ)c(x, τ)]K(x)− c(x, t)H(τ) = P̃ (x, t, τ).

Так как функция u(x, t) удовлетворяет условию (4), то последнее равенство приобретает вид

K(x)vtt − avxx + bvt + cv +B(x, t)

T∫
0

P (x, t, τ)u(x, τ)dτ = G(x, t), (5)

где P (x, t, τ) = P̃ (x, t, τ)−B(x, t)H(τ), G(x, t) = f(x, t) +
T∫
0

H(t)f(x, t)dt.

Итак, показано, что если функция u(x, t) является решением задачи (1)—(4), то функция v(x, t) —
решение уравнения (5), удовлетворяющее условиям

vx(0, t) = vx(l, t) = 0, v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0 (6)

а функции u, v связаны соотношением

u(x, t) +

T∫
0

H(t)u(x, t)dt = v(x, t). (7)
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Пусть теперь v(x, t)—решение задачи (5)—(7). Заметим, что уравнение (5) можно записать в виде

LBu− L(Bu− u) = Bf − f.

Из этого равенства моментально следует, что Lu = f. Из условий (6) и соотношения (7) следует
выполнение условий (2)—(4). Эквивалентность доказана.

Таким образом, для обоснования разрешимости задачи (1)—(4) может быть рассмотрена эквивалент-
ная ей задача (5)—(6), где функции u(x, t), v(x, t) связаны равенством (7).

Так как уравнения (5) и (7) линейны, то достаточно показать, что соответствующая однородная
задача имеет только тривиальное решение.

Умножим равенство (5) с G(x, t) = 0 на vt и проинтегрируем по Qτ , где τ ∈ [0, T ].

После стандартных преобразований [9] получим

1

2

l∫
0

[K(x)v2t (x, τ) + a(x, τ)v2x(x, τ) + c(x, τv2(x, τ))]dx =

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

[atv
2
x + ctv

2 − bv2t ]dxdt+

+

τ∫
0

l∫
0

axvxvtdxdt−
τ∫

0

l∫
0

vt(x, t)

τ∫
0

P (x, t, τ)u(x, τ)dτdxdt. (8)

Для оценки правой части (8) получим предварительно неравенство. Умножим обе части равенства

u(x, t) = v(x, t)−
T∫

0

H(t)u(x, t)dt

на u(x, t) скалярно. Из полученного равенства вытекает неравенство

||u||L2(QT ) 6
1

(1−
√
hT )

||v||L2(QT ). (9)

Теперь мы можем получить оценку (8). Заметим, что в силу условий теоремы существуют положи-
тельные числа pi такие, что

|at| 6 p1, |ct| 6 p2, |b| 6 p3, |ax| 6 p4.

Тогда, применив неравенство Коши, получим

∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

axvxvtdxdt
∣∣∣ 6 p4

τ∫
0

l∫
0

(v2x + v2t )dxdt.

Теперь из равенства (8) следует неравенство

m

l∫
0

[v2(x, τ) + v2t (x, τ) + v2x(x, τ)]dx 6M

τ∫
0

l∫
0

(v2 + v2t + v2x)dxdt, (10)

где m = min{a0, c0, k0}, M = 2max{pi, 1}.
Применив к неравенству (10) лемму Гронуолла, получим, что v(x, t) = 0. Но тогда функция u(x, t) =

= 0 как решение однородного интегрального уравнения Фредгольма

u(x, t) +

T∫
0

H(t)u(x, t)dt = 0.

Теорема доказана.
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S.V. Kirichenko2

ABOUT ONE TASK WITH A NONLOCAL CONDITION ON TIME
VARIABLE FOR THE HYPERBOLIC EQUATION

In this article, boundary value problem for hyperbolic equation with nonlocal initial data in integral
form is considered. The main result is that the nonlocal problem is equivalent to the classical boundary
value problem for a loaded equation. This fact helps to prove the uniqueness of a solution to the problem.
Key words: hyperbolic equation, nonlocal conditions, second kind integral condition
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