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ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным условием для одномерного гипер-
болического уравнения, возникающая при исследовании колебаний стержня. Получены условия на
входные данные, обеспечивающие однозначную разрешимость поставленной задачи, проведено дока-
зательство существования и единственности решения задачи.
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Введение
В статье изучается задача для одномерного гиперболического уравнения с нелокальным интеграль-

ным условием первого рода.
Задачи с нелокальными условиями представляют собой одно из динамично развивающихся направ-

лений современной теории дифференциальных уравнений. Нелокальными краевыми задачами принято
называть задачи, в которых задаются условия, связывающие значения искомого решения или его про-
изводных в различных точках границы и каких-либо внутренних точках. Отдельного внимания заслу-
живает класс задач с интегральными условиями, которые являются обобщением локальных и дискрет-
ных нелокальных условий. Нелокальные интегральные условия возникают при исследовании различных
физических явлений в случае, когда граница области протекания процесса недоступна для непосред-
ственного измерения. Нелокальные задачи также имеют большое практическое значение при решении
задач механики твердого тела, а именно, они позволяют построить математическую модель процесса
неразрушающего контроля и, как следствие, управлять напряженно-деформированным состоянием.

Уравнение колебаний струны является простейшим уравнением гиперболического типа и использует-
ся для описания линейных волновых процессов различной физической природы. Например, это уравне-
ние описывает малые поперечные колебания струны, продольные колебания тонкого стержня, применя-
ется при рассмотрении широкого круга волновых процессов акустики, гидродинамики, электродинамики.
Исследования задач с нелокальными условиями показали, что многие классические методы доказатель-
ства разрешимости начально-краевых задач не применимы в случае нелокальных задач или требуют
значительной модификации. Попытка применить метод разделения переменных для исследования раз-
решимости задач с интегральными условиями чаще всего приводит к неортогональной и неполной си-
стеме собственных функций, что в свою очередь делает метод разделения переменных неприменимым.
Серьезной причиной неприменимости классических методов для исследования нелокальных задач явля-
ется тот факт, что область определения оператора, порождаемого нелокальной задачей, как правило,
не является плотной в L2. Поэтому разработка методов исследования разрешимости нелокальных за-
дач остается актуальной. Несмотря на то, что на сегодняшний день разработан не один метод решения
нелокальных задач, мы воспользовались одним из самых универсальных – методом вспомогательных
задач. Суть метода вспомогательных задач в следующем: сначала решается задача с классическими (но
неизвестными) граничными условиями, а затем производится попытка поиска граничных условий как
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решения операторного уравнения, полученного в результате применения нелокального условия к реше-
нию вспомогательной задачи. Именно этим методом, хотя он тогда еще не имел названия, доказана
разрешимость нелокальной задачи с интегральным условием для уравнения теплопроводности в статье
Дж. Р. Кэннона [1]. Нелокальные задачи для дифференциальных уравнений рассматривались многими
авторами. Отметим здесь статьи [2–4], а также монографию [5] и обратим внимание на список лите-
ратуры в них. Заметим, что задачи с интегральными условиями часто можно трактовать как задачи
управления. Задачам управления для уравнения колебания струны посвящен ряд статей В.А. Ильина
[6; 7].

Колебательные процессы могут возникать в абсолютно любой механической системе. Причины появ-
ления в зависимости от типов источников делятся на два типа: внутренние и внешние источники. Мно-
гие механизмы, как правило, представляют собой стержни переменного сечения. Например, балка моста
автомобиля: к центру идет расширение диаметра стержня за счет отверстия для слива масла, крышки
картера, рессорной подушки, и т.д., в авиационных двигателях – лопатки турбины, в устройствах обра-
ботки материалов — волноводы [8–10]. То есть можно сделать вывод, что в различных областях техники
решаются задачи, связанные с колебаниями стержней. Для обеспечения долгой и бесперебойной работы
современной техники необходимо проводить регулярные диагностические процедуры для оценки состо-
яния и возможности дальнейшей эксплуатации оборудования. Но не всегда представляется возможным
провести практическую диагностику оборудования, поэтому анализ результатов диагностики приходит-
ся проводить на основе косвенной информации о процессе колебаний (чаще всего – некоторое среднее
значение). Если переходить к математической модели, то эта информация как правило поступает в виде
интеграла от искомого решения.

Как было отмечено ранее, причины и следствия протекания колебательных процессов могут быть
различными, то есть возникает необходимость теоретического изучения колебаний с целью определе-
ния допустимых областей изменения параметров, влияющих на протекание процесса. Исследованию ма-
тематических моделей колебательных процессов посвящено большое количество статей, отметим здесь
некоторые из них: [11–14].

В нашей статье рассматривается задача для одномерного гиперболического уравнения, возникающая
при исследовании колебаний стержня.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу: в области QT = (0, l)× (0, T ) найти решение уравнения

utt − a2uxx = f(x, t), (1.1)

удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = ϕ(x), ux(0, t) = 0, (1.2)

и нелокальному условию ∫ l

0

Ki(x)u(x, t)dx = g(t). (1.3)

Cтоит отметить, что (1.3) — операторное уравнение первого рода, которое является некорректно
поставленной задачей. Для ее решения необходимо установить ограничения на ядро и правую часть.

2. Разрешимость задачи

Теорема 2.1 Если Ki ∈ C ′[0, l],△ = K1(0)K2(l) − K1(l)K2(0) ̸= 0, f ∈ C ′(Q̄T ), при всех T 6 l, то
существует единственное решение u ∈ C2(QT ) ∩ C(Q̄T ) задачи (1.1)-(1.3)

Доказательство
На данный момент известен не один метод решения задач с нелокальными условиями, но мы приме-

ним метод вспомогательных задач, поскольку он применим в рамках поставленной задачи и является
одним из самых надежных методов.

В качестве вспомогательной задачи рассмотрим первую начально-краевую задачу с неоднородными
краевыми условиями

utt − a2uxx = f(x, t),

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), µ1(t) ∈W 2
2 (0, T ), µi(t) = µ′

i(t), t 6 0. (2.1)
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Будем искать ее решение в виде суммы u(x, t) = u0(x, t)+ v(x, t), где u0(x, t) — решение задачи для
однородного уравнения 

u0tt − a2u0xx = 0,
u0(0, t) = µ1(t),
u0(l, t) = µ2(t),
u0(x, 0) = 0,

u0t = 0,

(2.2)

a v(x, t) - решение задачи  vtt − a2vxx = f(x, t),
v(0, t) = v(l, t) = 0,

v(x, 0) = vt(x, 0) = 0.
(2.3)

Для решения задачи (2.2) воспользуемся приемом, предложенным в статье [2]. Пусть функции µi ∈
W 2

2 (0, T ), µi(t) = 0 при t 6 0.
Тогда решение задачи (2.2) можно представить следующим образом:

u0(x, t) = µ1(t− x) + µ2(t+ x− l), T 6 l.

Для решения задачи (2.3) применим классический метод разделения переменных, что приведет к
представлению решения

v(x, t) =
∞∑
n=1

Vn(t)sin
πnx

l
, Vn(t) =

l

πna

∫ t

0

fn(θ)sin
πn

l
(t− τ)dτ.

Тогда решение вспомогательной задачи (2.1) имеет вид

u(x, t) = µ1(t− x) + µ2(t+ x− l) +

∞∑
n=1

Vn(t)sin
πnx

l
(2.4)

Однако функции µi(t) нам не известны. Будем пытаться их найти, применив к (2.4) интегральные
условия (2.1).

В результате мы приходим к системе уравнений∫ l

0

K1(x)µ1(t− x)dx+

∫ l

0

K1(x)µ2(t+ x− l)dx+
∞∑
n=1

Vn(t)

∫ l

0

K1(x)sin
πnx

l
= g1(t),

(2.5)∫ l

0

K2(x)µ1(t− x)dx+

∫ l

0

K2(x)µ2(t+ x− l)dx+

∞∑
n=1

Vn(t)

∫ l

0

K2(x)sin
πnx

l
= g2(t).

Теперь нам нужно выяснить, найдутся ли функции, удовлетворяющие этой системе интегральных урав-
нений. При положительном ответе на этот вопрос, формула (2.4) даст решение поставленной нелокаль-
ной задачи.

В (2.5) сделаем замену переменных, положив ξ = t−x, ξ = x+t−l в первых двух интегралах каждого
уравнения. Тогда, учитывая свойства функции µi(t) получим∫ l

0

K1(t− ξ)µ1(ξ)dξ +

∫ l

0

K1(ξ − t+ l)µ2(ξ)dξ +
∞∑
n=1

Vn(t)

∫ l

0

K1(x)sin
πnx

l
dx = g1(t),

(2.6)∫ l

0

K2(t− ξ)µ1(ξ)dξ +

∫ l

0

K2(ξ − t+ l)µ2(ξ)dξ +
∞∑
n=1

Vn(t)

∫ l

0

K2(x)sin
πnx

l
dx = g2(t).

Дифференцируя уравнения (2.6) по t, в силу условия теоремы, получим систему интегральных урав-
нений Вольтерра второго рода:

K1(0)µ1(t) +K1(l)µ2(t) +

∫ t

0

K ′
1(t− ξ)µ1(ξ)dξ −

∫ t

0

K ′
1(ξ − t+ l)µ2(ξ)dξ = ḡ1(t),

(2.7)
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K2(0)µ1(t) +K2(l)µ2(t) +

∫ t

0

K ′
2(t− ξ)µ1(ξ)dξ −

∫ t

0

K ′
2(ξ − t+ l)µ2(ξ)dξ = ḡ2(t),

где

ḡi(t) = g′i(t)−
∞∑
n=1

Vn(t)

∫ l

0

K2(x)sin
πnx

l
dx.

Так как по условию теоремы △ = K1(0)K2(l)−K1(l)K2(0) ̸= 0, то (2.7) можно разрешить относительно
µi(t):

µ1(t) +

∫ t

0

ℵ11(ξ, t)µ1(ξ)dξ +

∫ t

0

ℵ12(ξ, t)µ2(ξ)dξ = g1(t),

(2.8)

µ2(t) +

∫ t

0

ℵ21(ξ, t)µ1(ξ)dξ +

∫ t

0

ℵ22(ξ, t)µ2(ξ)dξ = g1(t),

где

H11(ξ, t) =
K ′

1(t− ξ)K2(l)−K ′
2(t− ξ)K1(l)

△
,

H12(ξ, t) =
K ′

2(t− ξ)K1(l)−K ′
1(t− ξ)K2(l)

△
,

H21(ξ, t) =
K ′

1(t− ξ)K2(l)−K ′
2(t− ξ)K1(l)

△
,

H22(ξ, t) =
K1(l)K

′
2(t− ξ)−K2(l)K

′
1(t− ξ)

△
,

G1(t) =
ḡ1(t)K2(l)− ḡ2(t)K1(l)

△
,

G2(t) =
ḡ1(t)K2(l)− ḡ2(t)K1(l)

△
.

В силу условий теоремы, нетрудно убедиться в том, что Hij(ξ, t) ограничены, Gi(t) интегрируемы
на [0,T]. Тогда система (2.8) однозначно разрешима [15].

Итак, функции µi(t) однозначно определены из системы интегральных уравнений, которая является
следствием применения интегральных условий. Тогда решение вспомогательной задачи с найденными
функциями µi(t) в качестве граничных условий представляет собой решение поставленной задачи.
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A.V. Bogatov2

PROBLEM WITH AN INTEGRAL CONDITION FOR ONE-DIMENSIONAL
HYPERBOLIC EQUATION

In this paper, we study a nonlocal problem with an integral condition for a one-dimensional hyperbolic
equation arising in the study of vibrations of the rod. The conditions for the input data providing
unambiguous solvability of the problem are obtained, the proof of the existence and uniqueness of the
solution of the problem is carried out.

Key words: hyperbolic equation, nonlocal proiblem, integral conditions, uniqueness of the solution,
solvability of the problem.
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