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ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЕ PHAPL ДЛЯ АВТОМАТИЧЕСКОГО
ПОСТРОЕНИЯ И ИССЛЕДОВАНИЯ ФАЗОВЫХ ПОРТРЕТОВ

НА ПЛОСКОСТИ

В статье описывается веб-приложение PhaPl для построения и исследования фазовых портретов
автономных систем двух дифференциальных уравнений на плоскости, предназначенное для использо-
вания в учебном процессе. Веб-приложение сильно отличается от существующих пакетов программ
простотой пользовательского интерфейса и наглядностью, так как при его использовании демон-
стрируются все шаги решения задачи. Для полного решения задачи достаточно ввести исследуе-
мую систему. Начальные условия для фазовых траекторий выбираются автоматически. Графическое
представление фазового портрета является интерактивным. Веб-приложение использует популярное
свободное программное обеспечение (SymPy, PyPy.js, MathJax, LZMA-JS). Веб-приложение являет-
ся переносимым и работает в веб-браузерах с поддержкой JavaScript и элемента canvas стандарта
HTML5, что делает его доступным широкому кругу учащихся, включая студентов дистанционной
формы обучения. Веб-приложение может быть скачано и потом использовано без подключения к
сети Интернет. В статье описываются достоинства, недостатки и особенности веб-приложения. Веб-
приложение было внедрено в учебный процесс РЭУ имени Г.В. Плеханова в 2018 году.
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Введение
PhaPl — это веб-приложение для построения и исследования фазовых портретов автономных систем

дифференциальных уравнений на плоскости. При этом PhaPl можно использовать как онлайн при по-
мощи сайта в сети Интернет[1], так и локально без подключения к сети Интернет, скачав копию. PhaPl
включает в себя задачи из учебного пособия[2] и позволяет вводить новые задачи. Также в PhaPl ре-
ализован генератор задач. PhaPl ориентирован на учебную деятельность и исследования.

PhaPl автоматически выполняет основные этапы решения задачи построения и исследования фазовых
портретов для систем следующего вида: {

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y),

где P и Q — функции, непрерывно дифференцируемые в некоторой области. При этом система мо-
жет быть линейной или нелинейной, пользователь может выбрать задачу из пособия или ввести новую
задачу.

Фазовые портреты используются в современных исследованиях в различных областях науки отече-
ственными и зарубежными авторами, так как позволяют получить представление о качественных свой-
ствах нелинейных систем дифференциальных уравнений, составляющих основу различных математиче-
ских моделей. Например, см. [3–10].

Построение фазового портрета — совокупности траекторий системы в фазовой плоскости переменных
x, y — трудоемкая задача при выполнении вручную. PhaPl позволяет преподавателю легко продемонстри-
ровать правильное решение учащемуся при возникновении сложностей с самостоятельным решением.
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PhaPl прост в использовании, не требует программирования или настройки и дает наглядные результа-
ты для задач из пособия[2]. Помимо использования в учебном процессе PhaPl может быть удобен для
некоторых видов исследований.

Предыдущая версия PhaPl была внедрена в учебный процесс Московского государственного универ-
ситета экономики, статистики и информатики (МЭСИ), в учебный процесс механико-математического
факультета Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова в 2013 году и в учеб-
ный процесс Российского экономического университета имени Г.В. Плеханова в 2016 году. Результаты
подробно описаны в [11]. Новая версия PhaPl была внедрена в учебный процесс Российского экономи-
ческого университета имени Г.В. Плеханова в 2018 году.

Главным отличием предыдущей версии PhaPl от своих аналогов являлось сочетание высокого уров-
ня автоматизации решения, простоты использования и возможности вводить новые задачи[11]. Сайт
“MIT Mathlets”[12] демонстрирует построение фазовых портретов для фиксированных систем. Сайт
“Wolfram|Alpha”[13] позволяет строить фазовые портреты для систем, введенных пользователем, одна-
ко не может работать без подключения к сети Интернет. В 2017 году И. Савов реализовал изменения,
необходимые для работы библиотеки SymPy в веб-браузере посредством PyPy.js, и опубликовал сайт[14]
с тестовым приложением — интерактивным интерпретатором Python с доступом к SymPy. Однако дан-
ный сайт не позволяет строить фазовые портреты. Для PhaPl были независимо реализованы подобные
изменения в SymPy. PhaPl является первым приложением для построения фазовых портретов, которое
может работать как сайт, так и локально без подключения к сети Интернет, сохраняя возможность
вводить новые задачи и проводить все основные этапы решения.

1. Сравнение с предыдущей версией PhaPl

Главной проблемой предыдущей версии PhaPl являлся большой размер программного обеспечения.
Размер новой версии значительно меньше. Все программные компоненты других авторов, используемые
в PhaPl, были заменены на аналоги. Средой выполнения для PhaPl теперь является веб-браузер. При
этом все ключевые возможности PhaPl были сохранены.

Пользовательский интерфейс был улучшен на основе опыта эксплуатации и отзывов пользователей.
Информация об особых точках отображается обычным текстом, а не таблицей. Размер шрифта для всего
текста увеличен. Пользователь может дополнительно изменить размер текста встроенными средствами
веб-браузера. Для выбора теперь доступно несколько наборов задач, а не один. Однако контекстная
справка в новой версии не была реализована.

Аналитические возможности PhaPl были улучшены. Благодаря использованию библиотеки SymPy
для символьных вычислений, особые точки находятся лучше. Поэтому в новой версии убрана возмож-
ность добавления особых точек вручную. В решении теперь показывается больше информации: для
каждой особой точки показывается линейная система после замены координат и собственные векто-
ры, если есть. Для нелинейных систем для каждой особой точки показывается два фазовых портрета.
Начальные условия для фазовых траекторий выбираются случайно для более наглядных результатов.
Добавлена возможность генерации новых задач.

Переносимость PhaPl была улучшена: поддерживаются все операционные системы, на которых есть
графический веб-браузер с поддержкой JavaScript и элемента canvas стандарта HTML5. Также PhaPl
может работать в качестве сайта в сети Интернет. Во всех случаях используются одни и те же фай-
лы, так что подготовить и опубликовать обновление стало значительно проще, что способствует более
быстрому развитию PhaPl.

2. Используемые технологии

PhaPl является веб-приложением, которое выполняется полностью в веб-браузере. От веб-браузера
требуется поддержка языка сценариев JavaScript и элемента canvas стандарта HTML5. PhaPl построен
на основе программных компонентов с открытым исходным кодом: SymPy, PyPy.js, MathJax, LZMA-JS.

Аналитическая часть приложения реализована на языке программирования Python с использованием
библиотеки SymPy для символьных вычислений. Для каждой задачи аналитическая часть создает фраг-
мент HTML-страницы с решением и фрагменты кода на JavaScript для построения фазовых траекторий
методом ломаных Эйлера.

Пользовательский интерфейс PhaPl описан при помощи языка разметки HTML, а интерактивное
поведение реализовано при помощи JavaScript. Чтобы выполнять Python в веб-браузере, используется
библиотека PyPy.js. Для графического отображения формул используется библиотека MathJax. Так что
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PhaPl не требует выполнения кода на стороне веб-сервера и может работать, как локальная веб-стра-
ница.

Чтобы ускорить работу с задачами из пособия, вспомогательная программа для подготовки PhaPl
выводит решения в файл, сжимает при помощи алгоритма LZMA и встраивает в HTML-страницы ин-
терфейса PhaPl. Для извлечения заготовленных решений используется библиотека LZMA-JS.

Интерфейс PhaPl доступен на английском и на русском языках. Для каждого языка есть отдель-
ная HTML-страница. Вспомогательная программа создает их из единого шаблона. Все вспомогательные
программы опубликованы вместе с исходным кодом PhaPl[15].

Библиотека SymPy для языка Python полностью заменила систему компьютерной алгебры Maxima.
SymPy позволяет PhaPl находить особые точки аналитически. Также SymPy предоставляет вспомога-
тельные функции: для преобразования формул в код LATEX, чтобы показывать формулы в интерфейсе,
и для конвертации формул в код на JavaScript, чтобы получить код для вычисления векторов скоростей
для метода Эйлера по формулам правых частей уравнений в системе дифференциальных уравнений.

Библиотека MathJax для языка JavaScript позволяет отображать графически формулы так же кра-
сиво, как LATEX. MathJax используется несколькими популярными сайтами и некоторыми мобильными
приложениями через WebView (например, [16]). MathJax реализует только математический режим LATEX,
но этого достаточно для PhaPl. HTML-страница содержит описание разметки на языке HTML, вклю-
чающее текст с формулами, записанными при помощи команд LATEX. MathJax сам находит формулы
в тексте HTML-страницы и заменяет их на графическое представление. PhaPl сообщает MathJax, ко-
гда обновляет часть HTML-страницы с текстом решения. MathJax предоставляет контекстное меню с
дополнительными возможностями: например, через меню пользователь может получить текстовое пред-
ставление формулы в виде команд LATEX или описания на языке разметки MathML. MathJax отобра-
жает формулы так, что увеличение масштаба страницы в веб-браузере влияет и на формулы, при этом
формулы сохраняют высокое качество изображения.

Веб-браузер смог заменить библиотеку Qt4, использовавшуюся для построения графического интер-
фейса пользователя и для выполнения кода на JavaScript для вычисления векторов скоростей. Элемент
canvas стандарта HTML5 используется для отображения фазовых портретов. Во время работы PhaPl
создает код на JavaScript для построения фазового портрета, используя формулы правых частей уравне-
ний введенной системы. Формулы правых частей вставляются в шаблон кода функции для построения
одной фазовой траектории, идущей из заданной точки в одном направлении. Код функции реализует
метод Эйлера и содержит обращения к элементу canvas для отображения ломаных. Функция eval языка
JavaScript позволяет выполнить созданный код и определить новую функцию с кодом для конкретной
системы. Интерпретаторы JavaScript в современных веб-браузерах используют JIT-компиляцию, что дает
высокую производительность. Таким образом веб-браузер вместе с имеющимися библиотеками — подхо-
дящая программная среда для PhaPl. Веб-браузер обычно уже есть на компьютере и не поставляется
в составе PhaPl.

PhaPl содержит код на Python, который использует SymPy для решения задачи и создает фрагмен-
ты HTML-страниц с решениями и фрагменты кода на JavaScript для построения фазовых траекторий.
Чтобы код на Python работал в веб-браузере, используется библиотека PyPy.js языка JavaScript. PyPy.js
реализует интерпретатор языка программирования Python на языке JavaScript. PyPy.js может работать
в режиме JIT-компиляции, переводя Python в JavaScript «на лету», или в режиме обычного интерпре-
татора. Режим JIT-компиляции требует больше оперативной памяти, поэтому PhaPl использует PyPy.js
в режиме обычного интерпретатора.

PyPy.js — не единственный интерпретатор Python, перенесенный на JavaScript, однако только PyPy.js
предоставляет простой способ для добавления новых модулей в комплект интерпретатора. При этом есть
два варианта: можно добавить файлы в каталог с модулями, чтобы они загружались при необходимо-
сти, или можно добавить их в единый файл с базовыми модулями, который загружается целиком при
запуске интерпретатора. При онлайн использовании вариант с отдельными файлами показал низкую
производительность, так как при загрузке SymPy в PyPy.js веб-браузер вынужден получать несколько
сотен файлов последовательными запросами. Вариант с единым файлом, загружаемым сразу, оказал-
ся значительно более производительным. Для включения модуля в файл с базовыми модулями PyPy.js
предоставляет вспомогательную программу: она анализирует исходный код и включает только те файлы
модуля, которые действительно потребуются при загрузке. Так что в файл для начального скачивания
включается не весь SymPy, а только основная часть. Остальные файлы могут быть загружены первым
способом, если потребуются. Дополнительным плюсом является то, что в случае автоматического сжа-
тия передаваемых файлов веб-сервер может лучше сжать большой файл с базовыми модулями, нежели
отдельные файлы модулей.

Аналитическая часть PhaPl подготавливает текст решения и код на JavaScript для построения фазо-
вых портретов. Так что интерпретатор Python не участвует при отображении решения и при построении
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фазовых портретов. Это позволяет заготовить решения и код заранее, использую другой интерпретатор
Python. При этом в процессе работы заготовленное решение может быть показано без использования
PyPy.js. Для этого в PhaPl есть кэш решений — хэш-таблица, в которой для пары строк с правыми ча-
стями уравнений системы сохраняются решение и код, получаемые от аналитической части. При старте
в кэше хранятся решения только для заготовленных заранее решений. В ходе работы туда добавляются
решения новых систем.

Чтобы заполнять кэш при старте PhaPl, на этапе подготовки в код HTML-страницы вставляется
сжатая строка со всеми решениями. При старте работы код на JavaScript распаковывает эту строку,
извлекает решения и заполняет кэш. PhaPl содержит заготовленные решения для 60 задач, так что
текст их решений имеет большой суммарный размер. Для решения этой проблемы используется сжа-
тие данных. В качестве алгоритма сжатия был выбран LZMA, дающий высокую степень сжатия и
имеющий хорошую программную поддержку. Для распаковки используется библиотека LZMA-JS для
языка JavaScript. Для сжатия на этапе подготовки используется утилита lzma. После сжатия бинарные
данные кодируются в Base64, чтобы их можно было легко встроить в HTML-страницу. Текст решений
имеет много повторяющегося текста, так что коэффициент сжатия очень высокий: вместо 503 килобайт
для решений на русском языке получается 17 килобайт в Base64. Строка для кэша с решениями на
английском языке сжимается отдельно и встраивается в другую HTML-страницу: вместо 346 килобайт
получается 16 килобайт в Base64. Значительная разница в исходных размерах связана с тем, что ис-
пользуется кодировка UTF-8 с переменным количеством байт: 1 байт для латинских букв, 2 байта для
русских букв.

Аналитическая часть PhaPl готовит один текст решения для двух языков. Он включает в себя под-
писи на двух языках, используя следующий формат разметки для вариантов перевода: [[текст для рус-
ской версии | текст для английской версии]], где квадратные скобки и последовательность из пробе-
ла, вертикальной черты и пробела являются обязательными, а остальные символы являются частью
подписей. В таком виде легко держать варианты подписей согласованными. Для простоты реализации
введены дополнительные ограничения: в двойных квадратных скобках могут быть только подписи для
перевода, текст подписей внутри скобок не может содержать закрывающую квадратную скобку. Вспо-
могательная программа превращает каждый файл с такой разметкой в два файла для двух языков.
Это используется для файла с заготовленными решениями до сжатия и для HTML-страницы, так что
в итоге получаются отдельные HTML-страницы для разных языков. Новые решения обрабатывают-
ся кодом на JavaScript, который выбирает нужный язык перед тем, как показать решение в интер-
фейсе.

Заготовленные решения позволяют работать со всеми задачами из пособия, скачав менее 1 мегабайта
данных при онлайн использовании, так как не нужно загружать PyPy.js и SymPy, составляющие значи-
тельную часть размера PhaPl. Чтобы сократить общий размер, MathJax, SymPy и модули PyPy.js были
почищены от файлов, не требующихся при обычной работе: были удалены скрипты для тестирования
корректности и измерения производительности. Были удалены разные варианты шрифтов в MathJax,
которые не нужны для работы PhaPl. Это не влияет на онлайн использование, но влияет на размер
архива для использования без подключения к сети Интернет: теперь PhaPl требует около 9 мегабайт
для скачивания и около 37 мегабайт в распакованном виде. Это не является минимально возможным
размером, так как все модули, кроме модуля email, были сохранены для более простого расширения
PhaPl другими возможностями в будущем.

Все используемые компоненты являются программным обеспечением с открытым исходным кодом,
что позволяет рассчитывать на то, что в будущем они так же будут доступными и качественными [17].
PhaPl тоже является программным обеспечением с открытым исходным кодом, однако авторские права
на задачи, включенные в состав PhaPl, ограничивают возможность распространения. На этапе подготов-
ки задачи находятся в отдельных файлах, имеющих простой текстовый формат. Все другие появления
задач в PhaPl являются производными и создаются автоматически на этапе подготовки. Это сделано,
чтобы упростить создание собственных копий PhaPl с другими наборами задач.

После подготовки все вычисления происходят в веб-браузере пользователя. Это позволяет скачать
PhaPl и использовать без подключения к сети Интернет на любой операционной системе при наличии
подходящего веб-браузера. Также это упрощает публикацию PhaPl для онлайн использования. Для раз-
мещения PhaPl в сети Интернет используется сервис GitHub: бесплатный хостинг репозиториев git от
GitHub используется для публикации исходного кода PhaPl и кода подготовленного сайта, бесплатный
хостинг GitHub Pages используется для самого сайта для онлайн использования. Архив для скачивания
PhaPl является слепком репозитория git, через который происходит обновление сайта, и подготавлива-
ется автоматически сервисом GitHub. Отсутствие потребности готовить и загружать несколько архивов
для скачивания позволяет публиковать даже маленькие обновления сразу. Чтобы пользователь мог от-
слеживать обновления, в HTML-страницы при подготовке вставляется дата обновления.
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Выбор описанных технологий позволил обеспечить уникальные свойства PhaPl: простоту обновления
и публикации, маленький размер, высокую переносимость, возможность использования онлайн и без
подключения к сети Интернет, качество решений подобное системам компьютерной алгебры.

3. Графический интерфейс пользователя

PhaPl является веб-приложением и отображается в веб-браузере, как обычная HTML-страница. Со-
держимое страницы разделено на несколько логических блоков: выбор языка, краткое описание, выбор
задачи, ввод задачи и запуск, текст решения. Все блоки, кроме текста решения, видны все время и
обведены в тонкую рамку. Решение появляется после ввода задачи и запуска, при выборе задачи запуск
происходит автоматически. В конце страницы есть ссылка для возврата к блоку выбора задач, она не
обведена в рамку, хотя отображается все время.

Блок выбора языка содержит одну строку, в которой перечислены доступные языки: английский и
русский. При этом название текущего языка выделяется жирным шрифтом, а название другого языка
является ссылкой на HTML-страницу, предоставляющую интерфейс с этим языком.

Следующий блок содержит краткое описание, ссылку для перехода к блоку выбора задачи, ссылку
на архив для скачивания PhaPl для использования без подключения к сети Интернет, дату создания
HTML-страницы, пояснения относительно возможных проблем и используемых программных компонен-
тов других авторов.

Блок выбора задачи при старте содержит три кнопки. Надписи на кнопках предлагают показать
задачи и содержат заголовок набора задач. Разные кнопки показывают и скрывают информацию неза-
висимо, так что можно показать все задачи разом. Пример состояния блока выбора задачи есть на
рис. 3.1.

Рис. 3.1. Пример состояния блока выбора задачи

Две кнопки отвечают за заготовленные задачи из пособия: при нажатии на кнопку сразу под ней
появляется информация об авторских правах, библиографическая ссылка на пособие и таблица с 30
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задачами, в каждой ячейке которой находится порядковый номер и система уравнений. Системы пока-
зываются графически при помощи MathJax. Однако они могут выглядеть не так, как в пособии, потому
что команды LATEX для описания системы получаются при помощи SymPy на этапе подготовки, а SymPy
может переставить слагаемые или даже вынести множитель за скобку.

Третья кнопка в блоке выбора задач при нажатии показывает список типов особых точек для со-
здания линейной системы со случайными коэффициентами с заданным типом особой точки. Названия
типов оформлены как ссылки.

Блок ввода задачи содержит два поля, в которые можно ввести правые части уравнений системы, и
кнопку для начала решения. После решения текст системы остается в полях, так что можно изменить
задачу и запустить решение новой задачи.

Чтобы выбрать задачу из пособия, надо нажать на ячейку таблицы в блоке выбора задачи. При этом
страница будет прокручена до блока ввода задачи и в поля ввода будет вставлен текст задачи. Ниже
блока ввода задачи будет показано решение задачи. Решения для задач из пособия показываются сразу,
так как заготовлены заранее. В таблице ячейка выбранной задачи будет подсвечена зеленым цветом,
но это будет видно, только если вернуться назад. При изменении текста в полях ввода это выделение
сбрасывается.

Чтобы создать случайную задачу, надо нажать на ссылку с названием желаемого типа особой точки.
При этом текст задачи будет вставлен в поля ввода после некоторых вычислений и вызвано решение
задачи. При первом запуске создания задачи или при первом запуске решения задачи, которая не за-
готовлена, запускается PyPy.js. Так как в первый раз это может занять несколько секунд, в процессе
запуска и решения показываются соответствующие сообщения на месте, где будет решение.

Задачу можно ввести сразу в поля. Для ввода используется синтаксис SymPy. В случае ошибки в
синтаксисе или при возникновении проблемы в процессе решения будет показано сообщение об ошибке,
включающее все подробности, доступные от SymPy и PyPy.js. В будущем может быть реализована под-
держка для анализа неопределенных параметров. Но сейчас неопределенные параметры не поддержива-
ются и могут вызывать, как сообщение об ошибке, так и показ неправильного решения, не содержащего
фазовые портреты. Тем не менее после любой ошибки можно ввести новую систему без перезапуска
PhaPl.

Для линейных систем после текста решения показывается ссылка с предложением создать новую
задачу с таким же типом особой точки. При нажатии на нее будет создана задача, ее текст вставлен
в поля ввода, а вместо решения будет показана система уравнений без решения.

Все формулы в интерфейсе представлены графически при помощи MathJax, поэтому выглядят кра-
сиво. Это удобно, потому что и в задачах, и в решениях есть дроби, корни и степени. Только в полях
ввода правые части уравнений системы появляются в виде текста. Для всех формул в интерфейсе есть
текст, описывающий назначение формулы. Чтобы было легко отличить текст результатов от текста по-
ясняющего решение, в решении названия типов особых точек и их устойчивости выделены жирным
шрифтом. Для удобства размеры шрифтов текста и заголовков увеличены до 140% обычных шрифтов.
Размеры могут быть изменен пользователем, если веб-браузер позволяет изменять масштаб.

4. Результаты решения задачи

PhaPl предоставляет основные результаты решения задачи построения и исследования фазового порт-
рета автономной системы дифференциальных уравнений на плоскости. При этом PhaPl почти повторяет
этапы решения, выполняемые студентами при решении на бумаге, и показывает некоторые промежуточ-
ные шаги. Основные этапы решения подробно описаны, например, в [2, §6.3]. Проверка корректности
решения, нахождение предельных циклов и различение центра и фокуса остаются задачами для само-
стоятельного выполнения пользователем.

Для удобства в начале текста решения показывается исследуемая система. За ней следует система,
при помощи которой находятся особые точки. PhaPl показывает количество комплексных решений этой
системы, потому что они не участвуют в исследовании и могут вызывать сомнения у студентов. Коли-
чество действительных решений — особых точек — показывается вместе со списком координат особых
точек. Количество особых точек должно быть конечным, в частности PhaPl не поддерживает периоди-
ческие решения и заменяет их конечным подмножеством решений. Даже если система имеет конечное
количество решений, PhaPl может найти часть решений и не сообщить, что найдены не все решения.
Поэтому учащемуся или исследователю надо самому проверять корректность результатов.

Дальше идет подробная информация по каждой особой точке. Для каждой особой точки показы-
ваются координаты особой точки, соответствующая линейная система после замены координат, корни
характеристического уравнения этой системы, тип особой точки и устойчивость, фазовый портрет об-
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ласти вокруг особой точки. В случае задачи с нелинейной системой для точек типа центр явно ука-
зывается, что требуются дополнительные исследования для различения центра и фокуса. Для особых
точек типа вырожденный узел показывается один собственный вектор. Для особых точек типа седло
или узел показывается пара собственных векторов. Если задача содержит линейную систему, то пока-
зывается один фазовый портрет для этой системы, несмотря на возможный перенос координат. Для
нелинейных систем показывается по два фазовых портрета для каждой точки: для соответствующей
линейной системы в точке и для оригинальной системы. При этом построение дополнительной фазо-
вой траектории происходит сразу на двух фазовых портретах, так что можно увидеть разницу между
системами наглядно. Пример части результатов решения есть на рис. 4.1.

Рис. 4.1. Пример части результатов решения задачи

В конце текста решения приводится общий фазовый портрет, включающий все перечисленные особые
точки.

5. Графическое представление фазового портрета
Для построения фазовых траекторий в PhaPl используется метод ломаных Эйлера. Он выбран из-за

простоты программной реализации. Также его легко объяснить студентам, если возникает вопрос о том,
как работает PhaPl. Хотя метод Эйлера слишком трудоемкий для использования при решении на бумаге.

Тип особой точки и устойчивость не учитываются при построения фазовых траекторий. Используют-
ся только координаты особых точек: для каждой особой точки строится фазовый портрет в квадратной
области 2 на 2 с центром в особой точке, общий фазовый портрет строится для квадратной области,
включающей все особые точки вместе с окрестностью радиуса 1.

Для отображение фазового портрета используется элемент canvas стандарта HTML5. Для общего
фазового портрета задан размер 600 пикселей, для остальных фазовых портретов — 300 пикселей. Ис-
ходя из этих размеров, выбирается размер касательных векторов для метода Эйлера: вектор должен
примерно соответствовать размеру пикселя. При уменьшении размера построение будет медленней. При
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увеличении размера могут стать заметными отрезки, из которых составляются траектории. Тем не ме-
нее, даже в линейных системах из пособия, такой размер касательных векторов позволяет заметить на-
копленное отклонение траектории, например, рядом с особой точкой типа центр. В исследовательских
задачах искажения могут качественно влиять на интерпретацию смысла фазовой траектории, например,
в случае пересечения предельного цикла.

Начальные условия для фазовых траекторий выбираются автоматически. Область, для которой по-
казывается фазовый портрет, разбивается на 100 квадратов и в каждом квадрате случайно выбирается
одна точка, через которую проводится фазовая траектория. Дополнительно для каждой особой точки
используется четыре точки с отступом 10 пикселей в противоположные стороны по горизонтали или
по вертикали. Такой подход дает наглядные результаты для задач из пособия. К недостаткам можно
отнести то, что рядом с точками типа центр получается много линий, расположенных плотно, так как
одна траектория может сделать несколько оборотов вокруг особой точки.

Помимо обычных фазовых траекторий есть дополнительная фазовая траектория, которая показывает-
ся при наведении указателя на фазовый портрет. В качестве начальных условий используется положение
указателя, то есть фазовая траектория проходит через точку, где находится указатель. На устройствах
без видимого указателя (смартфонах и планшетах) дополнительную траекторию можно получить на-
жатием на фазовый портрет, тогда она проходит через точку нажатия.

Для особых точек нелинейной системы разом показываются фазовые портреты для оригинальной
системы и для соответствующей линейной системы. Для оригинальной системы построение происходит
в координатах x, y: по горизонтали — ось OX, по вертикали — ось OY . Для линейной системы построе-
ние происходит в координатах u, v. Начальные условия для обычных фазовых траекторий этих фазовых
портретов выбираются независимо друг от друга. А вот начальные условия для дополнительной фа-
зовой траектории выбираются согласовано с учетом замены координат в линейной системе. Наведение
указателя на один из фазовых портретов вызывает построение дополнительной траектории сразу на
двух фазовых портретах.

Все фазовые траектории строятся и для положительного, и для отрицательного направлений тече-
ния времени, то есть при t → +∞ и t → −∞. При этом для дополнительной фазовой траектории
используются разные цвета для разных направлений: красный — для положительного направления те-
чения времени, синий — для отрицательного направления. Цвета выбраны по аналогии с механическими
термометрами, у которых положительная часть шкалы окрашена в красный цвет, а отрицательная —
в синий. Однако некоторые пользователи сообщали, что им кажется более естественным использова-
ние синего цвета для положительного направления течения времени. В будущем могут быть добавлены
стрелки, чтобы использование цвета было не единственным визуальным указанием направления фазовой
траектории. Для дополнительной фазовой траектории используется линия большей толщины.

Для обычных фазовых траекторий используются другие цвета: на общем фазовом портрете с несколь-
кими особыми точками используется черный цвет, на общем фазовом портрете с одной особой точкой
и на фазовых портретах для отдельных точек используются фиолетовый и зеленый цвета. Фиолетовым
цветом окрашены точки фазовой траектории, где траектория приближается к заданной особой точке.
Зеленым цветом окрашены точки, в которых траектория удаляется или сохраняет расстояние от задан-
ной особой точки.

Помимо траекторий на фазовом портрете есть декоративные элементы. Для осей координат исполь-
зуется фиолетовый цвет. Серый цвет используется для прямых, параллельных осям координат и прохо-
дящих через целочисленные точки на осях. Эти прямые показываются, если разница координат краев
области для показа меньше 50. При большей разнице координат краев области сетка получалась бы
слишком плотной и ухудшала наглядность фазового портрета. Направление осей координат показано
небольшими черными треугольниками. Они расположены на левой и нижней сторонах фазового портре-
та. Там же располагаются красные треугольники, указывающие на особые точки. На фазовых портретах,
включающих не все точки, треугольники могут указывать на особые точки, находящиеся за пределами
области, показываемой на фазовом портрете. Чтобы выделить местоположение особых точек, вокруг
каждой проводится красная окружность радиусом 10 пикселей. Голубым цветом проводятся отрезки
для обозначения собственных векторов.

6. Генерация задач

PhaPl предоставляет возможность автоматического создания новых задач по заданному типу особой
точки. Система дифференциальных уравнений в созданной задаче является линейной:{

ẋ = a · x+ b · y,
ẏ = c · x+ d · y, (6.1)
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где a, b, c, d — целые числа от −5 до 5 включительно, выбранные так, чтобы корни характеристическо-
го уравнения являлись целыми комплексными числами и тип особой точки соответствовал заданному.
В будущем может быть добавлена возможность создания задач другого вида.

Генерация задачи реализована полным перебором коэффициентов: PhaPl перебирает все возможные
наборы коэффициентов в диапазоне от −5 до 5, для каждого набора проверяет корни характеристиче-
ского уравнения и, если они являются целыми числами, находит тип особой точки, потом проверяет
тип особой точки и, если он совпадает с заданным, запоминает набор, как подходящий; после перебора
из множества запомненных наборов случайно выбирается один и подставляется в шаблон задачи.

Главный недостаток перебора — низкая скорость работы. Чтобы перебор не вызывал дискомфорт
у пользователя, диапазон возможных значений коэффициентов выбран небольшим (от −5 до 5). Од-
нако заданный диапазон дает много вариантов задачи. Количество задач по типу особой точки для
выбранного диапазона приведено в табл. 6.1. Вид I — это задачи, в которых корни характеристиче-
ского уравнения являются целыми комплексными числами. Вид II – остальные задачи. PhaPl создает
задачи вида I.

Таблица 6.1
Количество задач вида (6.1) с целочисленными коэффициентами от −5 до 5

включительно, по типу особой точки.
Тип особой точки Вид I Вид II Всего
Неустойчивый узел 620 540 1160
Устойчивый узел 620 540 1160
Седло 1904 5000 6904
Центр 86 180 266
Неустойчивый фокус 274 1716 1990
Устойчивый фокус 274 1716 1990
Неустойчивый вырожденный узел 164 0 164
Неустойчивый дикритический узел 5 0 5
Устойчивый вырожденный узел 164 0 164
Устойчивый дикритический узел 5 0 5
Всего 4116 9692 13808

Подход с использованием перебора всех значений коэффициентов будет работать медленнее для боль-
шего количества коэффициентов, поэтому может быть непригодным для использования в более сложных
шаблонах для генерации задач (например, [18]). Однако он позволяет проверить возможность постро-
ения задач для всех типов особых точек, что может быть удобно для исследования шаблонов.

В пользовательском интерфейсе есть два места для вызова генерации задач: список типов особых
точек для генерации доступен в блоке выбора задачи, также в конце решения может быть ссылка
для генерации задачи с таким же типом особой точки. При вызове генерации из блока выбора задачи
сразу выполняется решение задачи. При вызове генерации по ссылке после текста решения вместо него
показывается формула системы новой задачи, а решение не производится. Условие подставляется в поля
ввода, так что пользователь может вызвать решение вручную кнопкой в блоке ввода задачи.

Выводы
Веб-приложение PhaPl обладает рядом уникальных характеристик: оно является свободным про-

граммным обеспечением и предоставляет почти полную автоматизацию решения задачи построения
и исследования фазового портрета автономной системы дифференциальных уравнений на плоскости.
PhaPl обладает упрощенным графическим интерфейсом пользователя. PhaPl был внедрен в учебный
процесс. При использовании преподавателями и студентами PhaPl показал свою пользу. Также в про-
цессе эксплуатации[10] PhaPl показал свои возможности и ограничения для применения в научно-иссле-
довательской деятельности. Были выявлены возможности для улучшения в последующих разработках.

Веб-приложение PhaPl доступно онлайн в виде сайта[1] и может быть скачано для локального ис-
пользования, не требующего подключения к сети Интернет.
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A.A. Cherepanov2

PHAPL WEB APPLICATION FOR AUTOMATIC BUILDING
AND RESEARCH OF PHASE PORTRAITS ON PLANE

The article aims to document PhaPl that’s a teaching web application to plot and research phase
portraits of autonomous systems of 2 differential equations on a plane. The web application is very
different compared with previously known programs: it has very easy graphical user interface and it
gives clarity because it demonstrates all steps of solution. To get the full solution, it is enough to just
enter a system to research. Initial conditions to plot phase trajectories are chosen automatically. Graphical
representation of the phase plane is interactive. The web application is based on popular Free Software
(SymPy, PyPy.js, MathJax, LZMA-JS). The web application is portable and works in web browsers that
support JavaScript and canvas element of HTML5. The web application can be downloaded and used
offline without connection to the Internet. The article describes advantages, disadvantages and peculiar
properties of the web application. The software is deployed in Plekhanov Russian University of Economics
since 2018.

Key words: phase plane, SymPy, Free Software, PyPy.js, MathJax, LaTeX, web application, educa-
tional software, linear system, non-linear system, phase portrait.
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