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ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМ СМЕЩЕНИЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ДРОБНОЙ ДИФФУЗИИ

В данной работе строится решение внутреннекраевой задачи с нелокальным смещением для урав-
нения дробной диффузии в прямоугольной области.
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Введение

В области Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим уравнение

uxx(x, t)−D
α
0t u(x, η) = f(x, t), (1)

где Dα
0t –оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля порядка α, опре-

деляемый следующим образом [1, с. 28]

Dα
0tu(x, η) =


1

Γ(−α)

t∫
0

u(x,η)

(t−η)α+1 dη, α < 0,

u(x, t), α = 0,(
∂
∂t

)p
Dα−p

0t u(x, η), p− 1 < α 6 p, p ∈ N.

Γ(α) – гамма-функция Эйлера, 0 < α 6 1.
Дифференциальные уравнения дробного порядка представляют большой интерес для многих авторов,

так как математический аппарат интегродифференцирования дробного порядка позволяет описывать
процессы в системах, для которых существенен учет нелокальных свойств по времени и пространству.
Широкое применение в естествознании получили производные дробного порядка в связи с тем, что их
интерпертируют как способ учета эффектов памяти (нелокальность по времени) и пространственных
корреляций (нелокальность по координатам). С помощью уравнений в дробных производных можно
описать эволюцию некоторой физической системы с потерями, причем дробный показатель производной
указывает на долю состояний системы, сохраняющихся за все время эволюции [2]. В частности уравнение
(1) возникает при математическом моделировании динамики численности популяции с учетом различных
миграционных процессов [3].

Сделаем небольшой обзор работ, посвященных уравнению (1).
В работе [4] исследовались диффузионные и диффузионно-волновые уравнения, представленные в

форме, получаемой после интегрирования порядка α уравнения (1), построены фундаментальные реше-
ния, изучены некоторые их свойства.

В работе [5] исследовалась задача Коши для уравнения диффузии дробного порядка (0 < α < 1) с
регуляризованной дробной производной (производной Капуто) и эллиптическим оператором с коэффи-
циентами, зависящими от пространственных переменных. В терминах H-функции построено фундамен-
тальное решение, найдено решение задачи Коши и показана его единственность.
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Преобразование Лапласа и преобразование Фурье были использованы в работе [6] для построения
фундаментальных решений диффузионных и диффузионно-волновых уравнений дробного порядка с про-
изводными Капуто и Римана–Лиувилля.

Диффузионно-волновое уравнение методами группового анализа исследовалось в работе [7]. Методом
разделения переменных диффузионно-волновое уравнение исследовалось в работе [8].

В работах [9], [10] методом редукции к системе уравнений меньшего порядка решена задача Коши
и первая краевая задача для дробного уравнения диффузии вида (1). Затем методом функции Грина
построены решения основных краевых задач в прямоугольной области и с помощью фундаментального
решения решена задача Коши для диффузионно-волнового уравнения.

Более полную библиографию можно найти например в [11] и [12].
В данной работе исследуется внутреннекраевая задача со смещением с интегральным условием. На

важность исследования краевых задач с нелокальным условием, содержащим интеграл от искомой функ-
ции по пространственным переменным, впервые обратил внимание А.А. Самарский [13]. В дальнейшем
подобные задачи для уравнений различных типов исследовались во многих работах, например [14] и [15].

Отметим монографию [16], в которой проведен анализ наиболее типичных краевых и внутреннекра-
евых задач со смещением для уравнений в частных производных различных типов, сделан аналитииче-
ский обзор задач, которые можно отнести к классу нелокальных, получены энергетические оценки и
необходимые краевые и внутреннекраевые условия со смещением для широких классов уравнений в част-
ных производных основных и смешанных типов в двумерных и многомерных областях (см. библ. сп.).

1. Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u = u(x, t) из класса
Dα−1

0t u(x, η) ∈ C(Ω), uxx(x, t), Dα
0tu(x, η) ∈ C(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках

(x, t) ∈ Ω.
Ставится следующая
Задача. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1) в области Ω, удовлетворяющее условиям:

lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) = τ(x), 0 < x < l, (2)

u(0, t) +

l∫
0

M(x, t)u(x, t)dx = ψ(t), 0 < t < T, (3)

u(l, t) = φ(t), 0 < t < T, (4)

где τ(x), ψ(t), φ(t), M(x, t) — заданные непрерывные функции.

2. Редукция к интегральному уравнению

Далее обозначим через u(0, t) = ρ(t).
Для нахождения решения задачи (1), (2)–(4) воспользуемся предсталением решения первой краевой

задачи для уравнения (1), которое выписывается в виде [12, стр. 99]

u(x, t) =

t∫
0

ρ(η)Gξ(x, t, 0, η)dη −
t∫

0

φ(η)Gξ(x, t, l, η)dη+

+

l∫
0

τ(η)G(x, t, ξ, 0)dξ −
t∫

0

l∫
0

f(ξ, η)G(x, t, ξ, η)dξdη, (5)

где

G(x, t, ξ, η) =
(t− η)β−1

2
×

×
∞∑

n=−∞

[
e1,β1,β

(
−| x− ξ + 2nl

(t− η)β

)
− e1,β1,β

(
−| x+ ξ + 2nl

(t− η)β

)]
— функция Грина первой краевой задачи, β = α/2,
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e1,β1,β(z) =

∞∑
n=0

zn

n!Γ(ρn+ µ)

— функция Райта [12, стр. 23].
Удовлетворив функцию (5) условию (3), после несложных преобразований получим

ρ(t) +

t∫
0

ρ(η)K(t, η)dη = F (t), (6)

где

K(t, η) =

l∫
0

M(x, t)Gξ(x, t, 0, η)dx, (7)

Gξ(x, t, 0, η) = (t− η)−1
[
e1,01,β

(
− x

(t− η)β

)
−

−
∞∑

n=1

e1,01,β

(
−|x− 2nl|

(t− η)β

)
+

∞∑
n=1

e1,01,β

(
− (x+ 2nl)

(t− η)β

)]
,

F (t) = ψ(t) +

l∫
0

M(x, t)

t∫
0

φ(η)Gξ(x, t, l, η)dηdx−

−
l∫

0

M(x, t)

l∫
0

τ(ξ)G(x, t, ξ, 0)dξdx+ (8)

+

l∫
0

M(x, t)

t∫
0

l∫
0

f(ξ, η)G(x, t, ξ, η)dξdηdx.

3. Исследование ядра
Исследуем далее функцию (7)

K(t, η) =

l∫
0

M(x, t)(t− η)−1×

×
[
e1,01,β

(
− x

(t− η)β

)
−

∞∑
n=1

e1,01,β

(
−|x− 2nl|

(t− η)β

)
+

+
∞∑

n=1

e1,01,β

(
−|x+ 2nl|

(t− η)β

)]
dx.

Будем считать, что функция M(x, t) непрерывна в области Ω. Пусть M(t) = sup
x∈[0,l]

| M(x, t) | . Ис-

пользуя оценку для функции Райта [12, стр. 27] оценим K(t, η).
Учитывая, что e1,β1,β — положительная функция,

∣∣∣M(t)

t− η

l∫
0

[
e1,01,β

(
− x

(t− η)β

)
−

∞∑
n=1

e1,01,β

(
−|x− 2nl|

(t− η)β

)
+

+

∞∑
n=1

e1,01,β

(
−|x+ 2nl|

(t− η)β

)]
dx
∣∣∣ 6 M(t)C

∣∣∣ (t− η)β(1+θ)−1

lθ
−

− 1

Γ(β)
+

∞∑
n=1

(
(t− η)β(1+θ)−1

lθ(2n+ 1)θ
− (t− η)β(1+θ)−1

lθ(2n− 1)θ

) ∣∣∣
или

M(t)

(t− η)1−β

[
e1,β1,β

(
− l

(t− η)β

)
+

1

Γ(β)
+
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+
∞∑

n=1

e1,β1,β

(
−|l + 2nl|
(t− η)β

)
− e1,β1,β

(
−|l − 2nl|
(t− η)β

)]
6 C(t− η)β(1+θ)−1, (9)

где C — константа, не зависящая от x, θ ∈ (1, 2].

4. Формулировка результата

Если t1−αψ(t) ∈ C[0, T ], то из (8) следует, что также t1−αF (t) ∈ C[0, T ]. Поэтому из оценки (9)
следует, что ядро K(t, η) имеет степенную и интегрируемую особенность и, следовательно, резольвента

R(t, η) =

∞∑
k=0

(−1)nKn+1(t, η)

тоже имеет такую особенность, где

K1(t, η) = K(t, η), Kn(t, η) =

t∫
η

K(t, s)Kn−1(s, η)ds.

Таким образом уравнение (6) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода, решение ко-
торого можно выписать в виде [см. 17]

ρ(t) = F (t)−
t∫

0

F (η)R(t, η)dη, (10)

где R(t, η) — резольвента ядра K(t, η).
Теперь, пользуясь представлением (5), решение задачи (1), (2)–(4) может быть выписано в виде

u(x, t) =

t∫
0

F (t)− t∫
0

F (η)R(t, η)dη

Gξ(x, t, 0, η)dη−

−
t∫

0

φ(η)Gξ(x, t, l, η)dη+ (11)

+

l∫
0

τ(η)G(x, t, ξ, 0)dξ −
t∫

0

l∫
0

f(ξ, η)G(x, t, ξ, η)dξdη.

Сформулируем теорему о разрешимости задачи (1), (2)–(4).
Теорема. Пусть M(x, t) ∈ C(Ω), 0 < α < 1, t1−αρ(t), t1−αψ(t), t1−αφ(t) ∈ C[0, T ], τ(x) ∈ C[0, l],

t1−αf(x, t) ∈ C(Ω), f(x, t) удовлетворяет условию Гельдера по переменной x. Тогда решение задачи
(2)–(4) для уравнения (1) существует, единственно и представимо в виде (11).

Доказательство.
Заметим, что единственность решения задачи (1), (2)–(4) следует из единственности решения инте-

грального уравнения (9) и представления (11). Учитывая условия, наложенные на φ(t), ψ(t), ρ(t) дока-
зательство того, что функция (11) является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (2)–(4)
проводится также как и в работе [10].
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A PROBLEM WITH NONLOCAL DISPLACEMENT FOR FRACTIONAL
DIFFUSION EQUATION

In this paper, we construct a solution of the inner-boundary problem with a nonlocal shift for the
fractional diffusion equation in a rectangular region.

Key words: internal task, nonlocal offset, Wright type function.
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