
30 Вестник Самарского үниверситета. Естественнонаучная серия. Том 24 № 3 2018

УДК 519.999 DOI: 10.18287/2541-7525-2018-24-3-30-34

Ю.О. Яковлева1

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА

В статье рассматривается задача Коши для дифференциального уравнения третьего порядка в
частных производных, не содержащего производные порядка ниже третьего, с некратными харак-
теристиками в плоскости двух независимых переменных. Дифференциальное уравнение имеет три
некратные характеристики и является строго гиперболическим. Регулярное решение задачи Коши
для дифференциального уравнения третьего порядка с некратными характеристиками найдено в яв-
ном виде. Полученное решение задачи Коши позволяет описать процесс распространения начального
отклонения, начальной скорости и начального ускорения некоторой колебательной системы.
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1. Предварительные сведения

Известно, что в теории гиперболических уравнений основополагающую роль играет понятие характе-
ристики. Краевые задачи для гиперболических уравнений и систем гиперболических уравнений третьего
и более высокого порядка с некратными характеристиками в некоторых случаях удается решить без
вспомогательных функций. В статье излагается метод построения общего решения и решения задачи
Коши для строго гиперболического уравнения третьего порядка в плоскости двух независимых пере-
менных с заданием начальных условий на нехарактеристической прямой. Регулярное решение задачи
Коши получено в явном виде.

2. Основные результаты

Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка в частных производных, не содержащее
производные порядка ниже третьего,

a0uxxx + a1uxxy + a2uxyy + a3uyyy = 0, (2.1)

где a0, a1, a2, a3 — некоторые ненулевые действительные постоянные.
Пусть характеристическое уравнение

−a0λ3 + a1λ
2 − a2λ+ a3 = 0

(
λ =

dy

dx

)
имеет три различных отличных от нуля корня λ1, λ2, λ3 ∈ R.
Тогда λ1 + λ2 + λ3 = a1

a0
, λ1λ2λ3 = a3

a0
. Согласно [1] семейства линий

y − λ1x = C1, y − λ2x = C2, y − λ3x = C3

являются характеристиками уравнения (2.1), а уравнение (2.1) является строго гиперболическим по
Петровскому [2].
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Как известно [1], общее решение уравнение (2.1) из класса C3(R×R) представляется в виде суммы

u(x, y) = f1(y − λ1x+ C1) + f2(y − λ2x+ C2) + f3(y − λ3x+ C3).

Без ограничений общности можно считать, что общее решение уравнения (2.1) имеет вид

u(x, y) = f1(y − λ1x) + f2(y − λ2x) + f3(y − λ3x). (2.2)

Рассмотрим задачу Коши. Найти регулярное решение u (x, y) ∈ C3(R×R) уравнения (2.1) в плоско-
сти независимых переменных (x, y), удовлетворяющее условиям на нехарактеристической линии y = 0:

u (x, y) |y=0 = α(x),
∂u

∂n
|y=0 = β(x),

∂2u

∂n2
|y=0 = γ(x), (2.3)

где α(x), β(x), γ(x) ∈ C3(L), L = [0, l], n⃗ = (0, 1) — нормаль к нехарактеристической линии.
Регулярным решением [3; 4] задачи Коши (2.3) в плоскости независимых переменных (x, y) будем

называть решение, удовлетворяющее уравнению (2.1) и условиям задачи Коши (2.3) в обычном смысле.
Определим функции f1, f2, f3 таким образом, чтобы удовлетворялись начальные условия (2.3):

f1(−λ1x) + f2(−λ2x) + f3(−λ3x) = α(x),

f ′1(−λ1x) + f ′2(−λ2x) + f ′3(−λ3x) = β(x),

f ′′1 (−λ1x) + f ′′2 (−λ2x) + f ′′3 (−λ3x) = γ(x).

Найдем функции

f1(y − λ1x) = f1(0)− λ1f
′
1(0)

(
x− 1

λ1
y

)
+

+
λ21

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)

(
α

(
x− 1

λ1
y

)
− α(0)− α′(0)

(
x− 1

λ1
y

))
+

+
λ21

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)

(λ2 + λ3)

x− 1
λ1

y∫
0

β(t)dt− (λ2 + λ3)β(0)

(
x− 1

λ1
y

)+

+
λ21

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
λ2λ3

x− 1
λ1

y∫
0

γ(t)

(
x− 1

λ1
y − t

)
dt,

f2(y − λ2x) = f2(0)− λ2f
′
2(0)

(
x− 1

λ2
y

)
−

− λ22
(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)

(
α

(
x− 1

λ2
y

)
− α(0)− α′(0)

(
x− 1

λ2
y

))
−

− λ22
(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)

(λ1 + λ3)

x− 1
λ2

y∫
0

β(t)dt− (λ1 + λ3)β(0)

(
x− 1

λ2
y

)−

− λ22
(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)

λ1λ3

x− 1
λ2

y∫
0

γ(t)

(
x− 1

λ2
y − t

)
dt,

f3(y − λ3x) = f3(0)− λ3f
′
3(0)

(
x− 1

λ3
y

)
−

− λ23
(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)

(
α(0) + α′(0)

(
x− 1

λ3
y

)
− α

(
x− 1

λ3
y

))
+

+
λ23

(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)

(λ1 + λ2)

x− 1
λ3

y∫
0

β(t)dt− (λ1 + λ2)β(0)

(
x− 1

λ3
y

)+

+
λ23

(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)
λ1λ2

x− 1
λ3

y∫
0

γ(t)

(
x− 1

λ3
y − t

)
dt.

После некоторых преобразований подставим функции f1, f2, f3 в (2.2).
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Учитывая условия согласования, решением задачи Коши (2.3) является функция

u(x, y) =

3∑
k=1

(−1)k+1λ2k
3∏

m=1,m ̸=k

(λk − λm)

F (x, y, λk), (2.4)

где

F (x, y, λk) = α(x− 1

λk
y) +

a1 − λka0
a0

x− 1
λk

y∫
0

β(t)dt+
a3
a0λk

x− 1
λk

y∫
0

γ(t)

(
x− 1

λk
y − t

)
dt.

Функция (2.4) представима в виде:

u(x, y) =
λ21

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
F (x, y, λ1)−

λ22
(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)

F (x, y, λ2)+

+
λ23

(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)
F (x, y, λ3).

Непосредственной подстановкой легко проверить, что формула (2.4) удовлетворяет уравнению (2.1)
и начально-краевым условиям (2.3).

Пусть λ1 > λ2 > λ3. Проведем характеристики через точки (0, 0), (l, 0) плоскости {(x, y) : x ∈ R, y ∈
R} [5].

На рисунке 1 приведены: P123 — область определения задачи Коши (2.1), (2.3) при x ∈ [0, l], P0 —
области покоя, а также области ”слабого” и ”сильного” влияния Pi, Pij , i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 соответ-
ственно.

Рис. 1.

Если в условии (2.3) начальные функции задаются на конечном отрезке x ∈ [0, l], то конечность
области зависимости решений от начальных данных P123 легко описывается в терминах характеристик
уравнения [6].
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J.O. Yakovleva2

THE CAUCHY PROBLEM FOR THE HYPERBOLIC DIFFERENTIAL
EQUATION OF THE THIRD ORDER

In the article the Cauchy problem for the third order hyperbolic differential equation with nonmultiple
characteristics is considered on the plane of two independent variables. The differential equation has
tree nonmultiple characteristics and this equation is strongly hyperbolic equation. The regular solution
of the Cauchy problem for the hyperbolic differential equation of the third order with the nonmultiple
characteristics is constructed in an explicit form, the solution is obtained by the method of general
solutions. The solution of the Cauchy problem enables describing the propagation of initial displacement,
initial velocity and initial acceleration.

Key words: differential equation of the third order, hyperbolic equation of the third order, nonmul-
tiple characteristics, method of common solutions, Cauchy problem, regular solution, initial displacement,
initial velocity.
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