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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ
ВЛАГОПЕРЕНОСА АЛЛЕРА — ЛЫКОВА С СОСРЕДОТОЧЕННОЙ

ТЕПЛОЕМКОСТЬЮ

Работа посвящена рассмотрению уравнения Аллера — Лыкова с дробной по времени производ-
ной Римана — Лиувилля с краевыми условиями третьего рода, когда на границе области помещена
сосредоточенная теплоемкость некоторой величины. Подобные условия возникают в случае, когда
рассматривается тело с большой теплопроводностью при решении задачи об установлении темпе-
ратуры в ограниченной среде при наличии нагревателя, трактуемого как сосредоточенная тепло-
емкость. Аналогичные условия возникают также в практике регулирования солевого режима почв,
когда рассоление верхнего слоя достигается сливом слоя воды с поверхности затопленного на неко-
торое время участка. Для рассматриваемой задачи с помощью метода энергетических неравенств
получена априорная оценка в терминах дробной производной Римана — Лиувилля, из которой сле-
дует единственность решения задачи.
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Введение

В основе математических моделей, описывающих процессы фильтрации жидкости в пористых средах
[1; 2], передачи тепла в гетерогенной среде [3; 4], переноса почвенной влаги в зоне аэрации с учетом
ее движения против потенциала влажности [5; 6] лежат уравнения в частных производных третьего по-
рядка. В настоящее время активно изучаются локальные и нелокальные краевые задачи для указанных
уравнений, в том числе краевые задачи, когда на границе области помещена сосредоточенная теплоем-
кость некоторой величины. Такие задачи возникают в практике регулирования солевого режима почв,
когда рассоление верхнего слоя достигается сливом слоя воды с поверхности затопленного на некоторое
время участка [7, с. 233]. Отметим в этом направлении работы [8–10], в которых рассмотрены краевые
задачи для уравнения диффузии дробного порядка с сосредоточенной теплоемкостью.

В данной работе исследована краевая задача с сосредоточенной теплоемкостью для уравнения вида
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∂
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где Dα
0t — оператор дробного дифференцирования Римана — Лиувилля [11, с. 9], 0 < α < 1, A1, A =

= const > 0.
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Уравнение (1) при α = 1 совпадает с уравнением Аллера — Лыкова, которое впервые было пред-
ложено Куликом В.Я. [12] для описания процессов испарения и инфильтрации влаги в почве. Такого
рода уравнения рассмотрены в работах [13–16].

1. Постановка задачи
В области QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T} рассмотрим уравнение (1).
Регулярным решением уравнения (1) в области QT назовем функцию u = u(x, t) из класса

Dα−1
0t u(x, t), Dα

0tu(x, t) ∈ C
(
Q̄T

)
; Dα+1

0t u(x, t), uxx(x, t), D
α
0tuxx(x, t) ∈ C (QT ) , которая удовлетворяет

уравнению (1) во всех точках (x, t) ∈ QT . Сформулируем нелокальную краевую задачу для уравнения
(1).

Задача. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1) в области QT , удовлетворяющее краевым
условиям {

Π(x, t) = χ1D
α
0tu(x, t)− µ1(t), x = 0,

−Π(x, t) = χ2D
α
0tu(x, t)− µ2(t), x = l,

(1)

и начальным условиям

lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) = τ(x), lim

t→0
Dα

0tu(x, t) = ν(x), 0 6 x 6 l, (2)

где τ(x), ν(x), µ1(t), µ2(t) — заданные функции, Π(x, t) = k(x, t)∂u∂x + ADα
0t

∂u
∂x — поток влаги через

сечение x в единицу времени, χ1(t), χ2(t) — сосредоточенная теплоемкость на границах области по
направлению x.

Пусть существует регулярное решение задачи. Имеет место следующая теорема.
Теорема. Если kx(x, t), kt(x, t), f(x, t) ∈ C

(
Q̄T

)
, ν(x) ∈ C[0, l], τ(x) ∈ C2[0, l], k > c1 > 0, kt 6 0, χ1,

χ2 > 0, χ1+χ2 > 0 всюду на Q̄T и выполнено условие τ(0) = τ(l) = τ ′(0) = τ ′(l) = 0, тогда для решения
задачи (1), (1), (2) справедлива априорная оценка:
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 . (3)

Доказательство. Аналогично [16] введем новую неизвестную функцию g(x, t), полагая

u(x, t) = g(x, t) +
tα−1

Γ(α)
τ(x)

так, что g(x, t) представляет собой отклонение функции u(x, t) от известной функции tα−1

Γ(α) τ(x). С учетом
Dα+1

0t tα−1 = 0, Dα
0tt

α−1 = 0 [17, с. 15] функция g(x, t) будет определяться как решение уравнения
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с начальными условиями
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и граничными условиями {
Π(x, t) = χ1D

α
0tg(x, t)− µ1(t), x = 0,

−Π(x, t) = χ2D
α
0tg(x, t)− µ2(t), x = l,

(6)

где Π(x, t) = k(x, t) ∂g∂x +ADα
0t

∂g
∂x , F (x, t) = f(x, t) + tα−1

Γ(α) (kxτ
′(x) + kτ ′′(x)) .

Получим априорную оценку в терминах дробной производной Римана — Лиувилля, для чего умно-
жим уравнение (4) скалярно на Dα

0tg:
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где (u, v) =
l∫
0

uvdx, (u, u) = ∥u∥20 .

Преобразуем слагаемые тождества (7) с учетом (5), (6):
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С учетом полученных неравенств из (7) получим:
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Последнее неравенство с учетом граничных условий (6) примет вид:

A1
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Последние слагаемые в левой части неравенства (8) оценим так:

µ1D
α
0tg(0, t) + µ2D

α
0tg(l, t) 6

1
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(
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+
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+
(
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0

)
.

Здесь мы воспользовались известной оценкой [18, c. 173]:

∥u∥2c 6 ε ∥ux∥20 + cε ∥u∥20 ,

где ε > 0 — произвольная постоянная, cε = 2
ε + 1

l .
Учитывая условия χ1, χ2 > 0, χ1 + χ2 > 0, усилим неравенство (8). Тогда получим
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+χ1 (D
α
0tg(0, t))

2
+ χ2 (D

α
0tg(l, t))

2 6 (9)

6 ε ∥Dα
0tgx∥

2
0 +

(
cε +

1

2

)
∥Dα

0tg∥
2
0 +

1

2

(
µ2
1 + µ2

2

)
+

1

2
∥F∥20 .

Проинтегрируем (9) по τ от 0 до t:
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2
∥Dα
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2
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(
1

2
− cε

) t∫
0

∥Dα
0τg∥

2
0 dτ+

+
1

Γ(1− α)

t∫
0

l∫
0
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τ∫
0

gx(x, ξ)dξ

(τ − ξ)α
dxdτ + (A− ε)

t∫
0

∥Dα
0τgx∥

2
0 dτ 6

6 1

2
∥F∥22,Qt

+
1

2

t∫
0

(
µ2
1 + µ2

1

)
dτ +

A1

2
∥Dα

0tg(x, 0)∥
2
0 .

Предположим, что kt 6 0, тогда неотрицательность тройного интеграла в левой части последнего
неравенства доказывается так же, как в [11, с. 43]. Усиливая это неравенство, получим:

A1 ∥Dα
0tg∥

2
0 + 2ν ∥Dα

0tg∥
2
2,Qt

+ 2ν1 ∥Dα
0tgx∥

2
2,Qt

6 ∥F∥22,Qt
+

t∫
0

(
µ2
1 + µ2

2

)
dτ +A1 ∥ν(x)∥20 ,

где ν = 1
2 − cε > 0, ν1 = A− ε > 0, ∥Dα

0tg∥
2
2,Ωt

=
∫ t

0
∥Dα

0tg(x, t)∥
2
0 dτ. Откуда следует оценка

∥Dα
0tg∥

2
0 + ∥Dα

0tg∥
2
2,Qt

+ ∥Dα
0tgx∥

2
2,Qt

6M(t)

∥F∥22,Qt
+ ∥ν(x)∥20 +

t∫
0

(
µ2
1 + µ2

2

)
dτ


или, возвращаясь к u(x, t), получим (3).

Теорема доказана.
Замечание. Из (3) следует единственность решения задачи (1), (1), (2).
Действительно, пусть u – решение однородной задачи, т. е. f = τ = ν = 0. Тогда из (3) имеем:

∥Dα
0tu∥

2
0 + ∥Dα

0tux∥
2
2,Qt

+ ∥Dα
0tu∥

2
2,Qt

= 0.

Применяя обобщенную формулу Ньютона — Лейбница [17, с. 15]:

D−α
0t D

α
0tu(x, t) = u(x, t)− tα−1

Γ(α)
lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t),

в частности, получим:

u(x, t) =
tα−1

Γ(α)
lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) =

tα−1

Γ(α)
τ(x) = 0 в QT .

Учитывая произвольность T, получаем, что u(x, t) = 0 во всех точках (x, t) ∈ Q.
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M.A. Kerefov, F.M. Nakhusheva, S.Kh. Gekkieva2

BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE ALLER — LYKOV MOISTURE
TRANSPORT GENERALIZED EQUATION WITH CONCENTRATED HEAT

CAPACITY

The article considers the Aller — Lykov equation with a Riemann — Liouville fractional time deriva-
tive, boundary conditions of the third kind and with the concentrated specific heat capacity on the
boundary of the domain. Similar conditions arise in the case with a material of a higher thermal con-
ductivity when solving a temperature problem for restricted environment with a heater as a concentrated
heat capacity. Analogous conditions also arise in practices for regulating the water-salt regime of soils,
when desalination of the upper layer is achieved by draining of a surface of the flooded for a while area.
Using energy inequality methods, we obtained an a priori estimate in terms of the Riemann — Liouville
fractional derivative, which revealed the uniqueness of the solution to the problem under consideration.

Key words: Aller’s — Lykov equation, fractional derivative, nonlocal problem, moisture transfer
generalized equation, concentrated heat capacity, inequalities method, a priori estimate, boundary value
problem.
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