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МАТЕМАТИКА
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К ВОПРОСУ О ДРОБНОМ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ

Благодаря операции дробного дифференцирования, вводимой с помощью интеграла Фурье, при-
ведены результаты вычисления дробных производных для некоторых типов элементарных функций.
С помощью метода численного интегрирования вычислены значения дробных производных для про-
извольной размерности ε, где ε — любое число больше нуля. Доказано, что при целых значениях ε
получаются обычные производные первого, второго и т. д. порядков. В качестве примера рассмотре-
но уравнение теплопроводности Фурье, пространственное дифференцирование в котором осуществ-
ляется с помощью производных дробного порядка. Приведено его решение через интеграл Фурье и
показано, что в частном случае целого ε решение переходит в известные результаты, получаемые
в n-мерном случае, где n = 1, 2 . . . и т. д.
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водность, фрактал, дробная размерность, уравнение Фурье, мера.
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Введение

Вопросы, связанные с практическим приложением методов дробного дифференцирования в различ-
ного рода прикладных задачах, например, в теории диффузии или в теории теплопроводности (см.,
к примеру, [1; 2]), вызывают неподдельное любопытство широкого круга исследователей, область инте-
ресов которых связана с изучением физических свойств объектов нецелой размерности, к числу которых
можно отнести любые фрактальные многообразия [3–6].

Надо сказать, что с формальной точки зрения дробное дифференцирование применялось, например,
в работах [7; 8], при исследовании процесса теплопереноса и магнитной восприимчивости в квазиодно-
мерных структурах. А, например, в работах [9; 10] авторами ставился эксперимент при решении ряда
задач теории пластичности. Для описания результата ими была использована формула дробного диф-
ференцирования в виде интеграла Фурье. Заметим, что сами авторы отмечали в своих работах, что
применение дробного дифференцирования в форме интеграла Римана (который, кстати, используют
очень многие авторы (см. к примеру работы [11–13], а также монографию [14])) чрезвычайно неудобно
и аналитически нерешаемо (некоторые примеры, подтверждающие сказанное, приведены чуть ниже).

1. Основные результаты

Целью настоящей статьи является проверка корректности формулы дробного дифференцирования,
которая была применена в упомянутых выше работах [1; 2], и которая была введена в виде

∂1+εf(x) =
1

2

∞∫
−∞

(ik)1+εeikxfkdk (1)
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где fk – Фурье–образ функции f(x), для класса которых существует интеграл (1), а ε любое неотри-
цательноe число. В качестве примеров, иллюстрирующих корректность формулы (1), рассмотрим сле-
дующие.

1. f(x) = sin ax.

В результате вычисления с помощью программы Maple–17 получаем

∂1+ε sin(ax) =
a

2

(
(ai)

ε · eiax + (−ai)ε · e−iax
)

(2)

Как видим, при ε = 0 мы приходим к обычной производной от sin ax то есть f ′ = a cos ax. Если
положить в (2) ε = 1, то приходим к выражению для второй производной от sin ax, то есть f ′ =
= −a2 sin ax. Легко проверить, что при любых целых ε = 1, 2, 3, 4, ... будут получаться обычные
производные соответствующего порядка.

2. f(x) = cos ax.

Тогда

∂1+ε cos(ax) =
ia

2

(
(ai)

ε · eiax − (−ai)ε · e−iax
)

(3)

Отсюда также, как и в примере 1, будет следовать, что при всех целых ε = 1, 2, ... мы получим
правильные выражения для соответствующих производных от cos ax.

3. f(x) = e−x2

.

∂1+ε
(
exp(−ax2)

)
=

1

4 sin
(
πε
2

)
· cos

(
πε
2

) · exp(−a
2
x2
)
· 2

1+ε
2 · a

1+ε
2 ·

·(i · e− iπε
2 · cos

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,

√
2a · x) +

+i · e− iπε
2 · cos

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,−

√
2a · x)−

−i · e iπε
2 · cos

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,

√
2a · x)−

−i · e iπε
2 · cos

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,−

√
2a · x)−

−e− iπε
2 · sin

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,

√
2a · x) +

+e−
iπε
2 · sin

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,−

√
2a · x)−

−e iπε
2 · sin

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,

√
2a · x) +

e
iπε
2 · sin

(πε
2

)
· CylinderD(1 + ε,−

√
2a · x)) (4)

Имеем где CylinderD(a, x) — функция параболического цилиндра, для которой имеет место равен-
ство CylinderD(−a− 1

2 , x) = CylinderU(a, x) = y(x), где y(x) удовлетворяет уравнению y′′ − ( 14x
2 +

+ a) · y = 0. Благодаря свойствам функций параболического цилиндра можно легко показать, что
при ε = 0 из общего выражения (2.4) получается правильная производная f ′ = −2xe−x2

. Для лю-
бых других целых значений также получаются, в чем можно весьма просто убедиться, правильные
выражения для высших производных от функции распределения Гаусса.

4. f(x) = xm,

где m — любое целое неотрицательное число. Для m = 1 имеем

∂1+ε(x1) = i · lim
k→0

(
− (ik)1+ε(1+ε)eikx

k − i(ik)1+εxeikx
)
=

= lim
k→0

(ik)εeikx (ε+ 1 + ikx) (5)

Если ε = 0 получаем f ′ = 1, а для всех остальных целых значений ε, как и должно быть, полу-
чаются нули. В случае m = 2 имеем
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∂1+ε(x2) =

= − lim
k→0

(
(ik)1+ε(1+ε)2eikx

k2 − (ik)1+ε(1+ε)eikx

k2 + 2i(ik)1+ε(1+ε)2xeikx

k − (ik)1+εx2eikx
)
=

= lim
k→0

(ik)εeikx
(
− iε(1+ε)

k + 2(1 + ε)x+ ikx2
)

(6)

Как видно, при ε = 0 получаем отсюда f ′ = 2x, а при ε = 1 легко найти, что f ′ = 2. Для m = 3
находим f ′′ = 2. Для m = 3 находим

∂1+ε(x3) =

= −i lim
k→0

(− (ik)1+ε(1+ε)3eikx

k3 + 3(ik)1+ε(1+ε)2eikx

k3 − 3i(ik)1+ε(1+ε)2xeikx

k2 −

−2(ik)1+ε(1+ε)eikx

k3 + 3i(ik)1+ε(1+ε)xeikx

k2 + 3(ik)1+ε(1+ε)x2eikx

k + i(ik)1+εx3eikx) =

= lim
k→0

(ik)εeikx( ε(1−ε2)
k2 − 3iε(1+ε)x

k + 3(1 + ε)x2 + ikx3) (7)

и если ε = 0, то f ′ = 3x2. При ε = 1 f ′′ = 6x, а при ε = 2 f ′′ = 6. Как видно из (2.5)–(2.7), общая
рекурренатная формула для степенной функции xn будет такой

∂1+ε(xn) =

= lim
k→0

(ik)ε exp(ikx)(− in−1(n−1−ε)...(2−ε)(1−ε)ε
kn−1 + nin−2ε(1+ε)xn−2

kn−2 +

+...+ n(1 + ε)xn−1 + ikxn). (8)

Итак, на примерах 1–4 мы убедились, что формула (1) является вполне корректной, и ей можно поль-
зоваться с целью вычисления любых производных дробного порядка. Стоит также обратить внимание,
что вычисление дробных производных с помощью интеграла Римана — Лиувилля, который использу-
ется в огромном количестве работ, и в частности, в уже отмеченных выше статьях [11–13], а также
в монографии [14], приводит к несколько иным формулам, использование которых, мягко говоря, да-
же в простейших случаях довольно проблематично. Действительно, рассмотрим производную дробного
порядка по Риману — Лиувиллю, которую представим в виде интеграла на отрезке, как, например, в
[14], а именно

∂αf(x) =
1

Γ(n− α)

∂n

∂xn

x∫
a

f(t)dt

(x− t)α−n−1
(9)

где α любое число, а n целая часть α плюс один. В качестве примера пусть будет f(x) = sin ax, а α =
= 1

11 . Программа Maple–17 отказывается вычислить этот интеграл, и возвращает его в первоначальном
виде.

Понятно, что использование подходов (1) и (9) диктуется только вкусами авторов, однако, примене-
ние этих выражений в конкретных вычислениях позволяет сделать вывод об очевидном, на наш взгляд,
преимуществе формулы (1). В самом деле, в ней не заложено ограничение на величину ε, как в форму-
ле (8) на α. Кроме того, она описывает более широкий спектр функций, так как в случае применения
формулы (1) речь идет не о действительном пространстве, а о комплексном.

В случае целочисленных значений α в соответствии с (9) мы имеем дело с обычной производной.
Например, пусть α = 2, тогда из (9) следует

∂1f(x) =
∂2

∂x2

∫ x

a

f(t)dt = f ′(x) (10)

Остановимся еще на одном конкретном примере приложения формулы (1) к чисто физической задаче.
Вычислим распределение температуры по топологически одномерному фрактальному объекту размер-
ности 1 + ε. Как известно [15], в одномерном случае уравнение теплопроводности имеет вид

∂T

∂t
= χ

∂2T

∂x2
, (11)

где T = T (x, t) — температура, а χ — коэффициент температуропроводности. В том случае, когда речь
идет о фрактальном объекте, вместо (11) мы должны использовать уравнение (см., например, работы
[16]) вида
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∂T

∂t
= χ1+ε

∂1+εT

∂x1+ε
=
χ1+ε

2π

∫ ∞

−∞
(ik)1+εeikxTk(t)dk, (12)

где Tk(t) — Фурье–образ функции T (x, t). В соответствии с (12) уравнение относительно Фурье-образа
Tk имеет вид

∂Tk
∂t

= χ1+ε(ik)
1+εTk. (13)

Откуда
Tk(t) = Tk(0)e

χ1+ε(ik)
1+εt (14)

где Tk(0) = Tk(t)
∣∣
t=0

значение Фурье — образа температуры в начальный момент времени. Оно опре-
деляется как

Tk(0) =

∫ ∞

−∞
T (x, 0)e−ikxdx, (15)

где T (x, 0) начальное распределение температуры. Это означает, что решение следует представить в
виде

T (x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

Tk(0)e
χ1+ε(ik)

1+εt+ikxdk =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

T (x′, 0)eχ1+ε(ik)
1+εt+ik(x−x′)dkdx′

В более компактной форме распределение температуры по фрактальному квазиодномерному объекту
удобно записать как

T (x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

J(x− x′, t)T (x′, 0)dx′, (16)

где функция

J(x− x′, t) =
1

L

∞∫
−∞

e−Au1+ε+iubdu (17)

здесь новый безразмерный аргумент u = x′

L , L – параметр длины,b = x−x′, A = aε
(
sin
(
πε
2

)
− i cos

(
πε
2

))
и aε = χ1+εt

L1+ε . Сходимость интеграла (17) скрыта в условии, накладываемом на ε, а именно должно
быть 0 < ε 6 1. Заметим, что это неравенство автоматически следует и из определения рассматрива-
емой нами фрактальной структуры, которая по условию является квазиодномерной. В случае квази-
двухмерного или квазитрехмерного объекта вместо (17) мы автоматически получили бы соответственно
двойной и тройной интегралы. Кроме того, необходимо заметить, что фрактальность структуры и по-
рядок дробного дифференцирования должны быть одинаковыми. К сожалению, вычисление интеграла
(17) с помощью программы Maple–17 оказывается невозможным. Однако, благодаря методу перевала
(см., например, [16]) можно получить аналитический ответ. В частном случае при ε = 1 получаем тра-
диционное решение, приведенное в [15]. Из сказанного выше можно сделать следующий вывод. При ис-
следовании огромного многообразия каких-либо физических процессов, приводящих с необходимостью к
рациональным или иррациональным размерностям, удобно использовать формальный математический
аппарат дробного дифференцирования либо в форме (1), либо в форме (9), что диктуется, на наш
взгляд, только внутренним убеждением авторов.
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S.O. Gladkov, S.B. Bogdanova2

ON FRACTIONAL DIFFERENTIATION

Due to the operation of fractional differentiation introduced with the help of Fourier integral, the
results of calculating fractional derivatives for certain types of functions are given. Using the numerical
method of integration, the values of fractional derivatives for arbitrary dimensionality ε, (where εis any
number greater than zero) are calculated. It is proved that for {integer} values of ε we obtain ordinary
derivatives of the first, second and more high orders. As an example it was considered heat conduction
equation of Fourier, where spatial derivation was realized with the use of fractional derivatives. Its solution
{is} given{by} Fourier integral. {moreover}, it was shown that integral went into the required results
in special case of the whole ε obtained in n-dimensional case, where n = 1, 2 . . ., etc.

Key words: fractional differentiation, Fourier integral, Riemann integral, heat conduction, fractal,
fractional dimension, Fourier equation, measure.
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