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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУКАХ
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МОДЕЛЬ ДИФФУЗИОННО-ДРЕЙФОВОГО ТРАНСПОРТА НОСИТЕЛЕЙ
ЗАРЯДА С УЧЕТОМ ПРОЦЕССА РЕКОМБИНАЦИИ В СЛОЯХ

С ФРАКТАЛЬНОЙ СТРУКТУРОЙ

Исследуется теоретическая (полуфеноменологическая) модель диффузионно-дрейфового транспор-
та носителей заряда в слоях с фрактальной структурой, учитывающая процесс рекомбинации носи-
телей заряда (НЗ) основанная на дифференциальном уравнении в частных производных дробного
порядка по временной переменной. В аналитическом виде найдены решения уравнений модели.
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Введение
Для описания различных процессов переноса в средах с фрактальной структурой в настоящее время

широко применяется математический аппарат дробного интегродифференцирования [1,2]. Уравнения с
дробной производной по времени описывают эволюцию некоторой физической системы с потерями, при-
чем дробный показатель производной указывает на долю состояний системы, сохраняющихся за время
эволюции. В работах [3–5] с помощью таких уравнений описаны процессы диффузии на фрактальных
структурах, моделирующих пористые и неупорядоченные структуры, обсуждается их применимость для
описания процессов переноса и релаксации.

В работах [8] разработаны модели дисперсионного транспорта НЗ в неупорядоченных средах.
При описании модели неравновесного транспорта НЗ в неупорядоченных полупроводниках [8,9] бы-

ло получено уравнение диффузии-дрейфа с зависящими от времени подвижностью и коэффициентом
диффузии. Главная особенность этого уравнения – наличие частной производной по времени дробного
порядка, совпадающего с дисперсионным параметром α < 1.

В работе [9] предложена теоретическая (полуфеноменологическая) модель диффузионно-дрейфового
транспорта носителей заряда в слоях с фрактальной структурой, основанная на дифференциальном
уравнении в частных производных дробного порядка по временной переменной

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
+ a

∂ρ

∂x
= 0. (1)

В аналитическом виде найдено решение этого уравнения и проведен анализ выражения для плотно-
сти тока носителей заряда. С помощью численных расчетов показано, что уменьшение порядка дроб-
ной производной при наличии внешнего электрического поля приводит к уширению и асимметрии про-
странственных распределений носителей заряда, что с физической точки зрения соответствует усилению
процессов рассеяния.

В работе [10] показано, что для ρ(x, t) выполняется следующий закон сохранения заряда∫ ∞

−∞
ρ(x, t)dx =

∫ ∞

−∞
ρ0(x)dx.
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Это свойство является необходимым для применения уравнения (1) при моделировании переноса
заряда в фрактальных полупроводниковых структурах.

Уравнение (1) описывает диффузионно-дрейфовый транспорт НЗ без учета процессов генерации и
рекомбинации.

В данной работе исследуется модель диффузионно-дрейфового транспорта НЗ с учетом процессов
генерации и рекомбинации.

1. Диффузионно-дрейфовое приближение
В данном приближение плотность тока НЗ линейно зависит от градиентов потенциала электрическо-

го поля и концентрации заряда. Коэффициент пропорциональности является множителем подвижности
НЗ, параметром определяющим объемные свойства полупроводника. В диффузионно-дрейфовом прибли-
жении концентрация НЗ мала, рассматривается случай невырожденного полупроводника. Электрическое
поле также слабое, т.е не вносит заметного вклада в равновесное распределение скоростей НЗ. В невы-
рожденном полупроводнике НЗ дрейфуют в слабом электрическом поле и диффундируют независимо
от остальных НЗ. Представление плотности тока в виде дрейфовой и диффузионной составляющих
справедливо при L >

√
Dτ .

Из условия слабости полей следует, что в процессе движения носители заряда не должны разогре-
ваться, т. е. набирать за время между неупругими столкновениями энергию, которая превышала бы их
среднюю тепловую энергию.

2. Аналитические решения уравнений модели
Будем использовать оператор дробного интегро-дифференцирования Римана — Лиувилля [1]:

Dα
stf(t) =


sign(t−s)
Γ(−α)

∫ t

s
f(t′)

(t−t′)1+α dt
′, α < 0,

f(t), α = 0,

signn(t− s) dn

dtnD
α−n
st f(t), n− 1 < α 6 n, n ∈ N,

а также регуляризованную дробную производную (производную Капуто)

∂α
stf(t) = signn(t− s)Dα−n

st

dnf(t)

dtn
, n− 1 < α 6 n, n ∈ N,

где Γ(α) – гамма-функция Эйлера, α – порядок операторов.
Уравнение диффузионно-дрейфового транспорта НЗ с учетом процессов генерации и рекомбинации

имеет вид

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
+ a

∂ρ

∂x
+ ρ = 0, (2)

где ρ(x, t) – плотность заряда, a = µE
√

τ
D = const, где E – напряженность внешнего электрического

поля, µ и D – подвижность и коэффициент диффузии НЗ, τ – это время жизни НЗ. Пространственная
переменная x является безразмерной и отнесена к диффузионной длине

√
Dτ .

Уравнение (2) применимо лишь для случая, когда фрактальный слой можно считать макроскопиче-
ски сплошной средой – данный слой всегда занимает определенный объем и ограничивается некоторой
гладкой поверхностью в евклидовом пространстве при произвольном значении метрической фрактальной
размерности (т.н. массовый фрактал). При этом свойство фрактальности учитывается через феномено-
логический параметр α. Такой подход, по существу, подразумевает эргодичность системы, когда про-
странственная фрактальность учитывается через динамику НЗ по временной переменной. Если имеется
фрактальная среда, то процесс переноса в ней НЗ должен происходить медленнее, чем в аналогичной
сплошной среде; в предлагаемой модели этому соответствует условие α < 1. Кроме того, система пред-
полагается «адиабатической», т.е. имеет место условие α = const.

Генерация и рекомбинация подвижных носителей (основных и неосновных) происходит в полупро-
воднике непрерывно, поэтому скорость изменения их концентрации определяется разностью скоростей
этих процессов. Изменение концентрации неосновных носителей при внешнем воздействии (при облуче-
нии светом или воздействии лазерного излучения) запишем следующим классическим уравнением:

dρ

dt
= −ρ

τ
(3)

Если в начальный момент времени плотность заряда равна ρ0(x), то функция ρ(x, t) определяется как
решение задачи Коши с начальным условием

ρ(x, 0) = ρ0(x). (4)
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Решение задачи (1), (4) имеет вид [11]

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)e

−a(x−ξ)
2 Dα−1

0t (x− ξ, t)dξ =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)K(x− ξ, t)dξ,

где

(x, t) =
1

2

∫ ∞

|x|
ϕ
(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
h0(x, τ)dτ,

K(x, t) =
e

−a
2 x

2

∫ ∞

|x|
t−αϕ

(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
h0(x, τ)dτ,

h0(x, τ) =

{
J0(

√
c
√
τ2 − x2), c > 0,

I0(
√
|c|
√
τ2 − x2), c < 0,

ϕ(α, β; t) =
∑∞

n=0
tn

n! Γ(αn+β) , функция Райта, J0(t) =
∑∞

n=0
(−1)n

n!n!

(
t
2

)2n
, I0(t) =

∑∞
n=0

1
n!n!

(
t
2

)2n – функ-
ции Бесселя.

При c > 0 решение уравнения (2) имеет вид

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)e

−a(x−ξ)
2

∫ ∞

|x|
t−αϕ

(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
J0(

√
c
√
τ2 − x2)dτ.

Неравновесные НЗ возникают в результате облучения поверхности полупроводника лазерным излу-
чением. Если в полупроводнике нет электрического тока и объемных зарядов, вследствие процессов
генерации и рекомбинации НЗ придут в равновесное состояние. Тогда изменение во времени неравно-
весных концентрации электронов (дырок) в зонах может определятся уравнением

∂α
0tρ = −ρ

τ
. (5)

Пусть
ρ(0) = ρ0 (6)

— начальная плотность заряда, тогда распределение плотности заряда, может быть найдено как решение
задачи Коши (5), (6) [1], и определяется формулой

ρ(t) = ρ0 · E1/α

(
− tα

τ
; 1

)
,

где E1/α (z;µ) =
∑∞

k=0
zk

(αk+µ) – функция Миттаг-Леффлера.
При α = 1, обобщенное уравнение (5) переходит в классическое уравнение (3) описывающее процессы

генерации и рекомбинации НЗ.
В работе [3] уравнение вида (5) исследуется посредством ренорм-групповых преобразований, выво-

дится уравнение с дробной производной по времени описывающее релаксацию заряда на фракталах.
Получена функция Грина, показано, что релаксация заряда на фракталах на больших временах носит
степенной характер.

При отсутствии электрического поля (a = 0) процесс диффузионно-дрейфового транспорта НЗ при-
мет вид

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
= −ρ. (7)

Решение уравнения (7) с начальным условием (4) имеет вид [11]:

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)

∫ ∞

|x|
ϕ
(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
I0(

√
c
√

τ2 − x2)dτ.

Как показывают расчеты, проведенные в работе [9], заметное влияние параметра α на пространственное
распределение НЗ, имеет место при увеличении численного значения параметра a.

Фрактальная структура образцаα параметра a должны оказывать влияние на кинетику НЗ, влияние
этих параметров необходимо выявить в ходе численных экспериментов.

Полученные результаты могут быть применены для построения математических моделей описываю-
щие нелинейные и нелокальные процессы переноса носителей заряда в полупроводниковых фрактальных
структурах в рамках диффузино-дрейфового приближения.
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MODEL OF THE DRIFT-DIFFUSION TRANSPORT OF CHARGE
CARRIERS CONSIDERING RECOMBINATION IN LAYERS WITH

FRACTAL STRUCTURE

In this article, we study a model of the drift-diffusion transport of charge carries in the layers of certain 
fractal structure. We take into account the process of recombination of charge carries. Solutions of model 
equations are found in the closed form.

Key words: volume charge density, charge carrier recombination, drift-diffusion transport of charge
carriers, Riemann-Liouville fractional derivative, Caputo fractional derivative, fractal structure.
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