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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ
У ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ ДЛЯ ПЛАСТИНЫ С БОКОВЫМИ

НАДРЕЗАМИ: ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

В работе проведено теоретическое исследование напряженно-деформированного состояния (НДС)
бесконечной пластины с двумя полубесконечными симметричными краевыми разрезами. Аналити-
ческое решение получено с помощью разложения в ряд М. Уильямса и последующего подсчета
амплитудных коэффициентов разложения с использованием комплексного представления напряже-
ний. Проведен анализ многопараметрического разложения поля напряжений и вычислительный экс-
перимент с удержанием различного количества слагаемых. Сравнение комплексного представления
поля напряжений с полученным асимптотическим разложением в ряд М. Уильямса показало необ-
ходимость аккуратной оценки количества удерживаемых слагаемых в зависимости от расстояния от
вершины трещины.
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Введение

Предложенное М. Уильямсом описание поля напряжений в окрестности вершины трещины посред-
ством асимптотического разложения является одним из широко используемых методов решения задач
механики разрушения [1–11]. М. Уильямс использовал функцию напряжений [12–16], представленную
в виде разложения в ряд по собственным функциям χ(r, θ) =

∑
i fi(θ)r

λi , где fi(θ) и λi — собствен-
ные функции и собственные значения соответственно, а r, θ — полярные координаты. В этом случае
компоненты напряжений имеют следующий вид
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угловыми функциями и определяются соотношениями
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а амплитудные коэффициенты a
(m)
k учитывают множество краевых задач механики разрушения (гео-

метрию образца и систему нагрузок).
Первые два слагаемых для ряда Уильямса (1) достаточно просто определяются и существует боль-

шое количество аналитических решений [7–9], полученных посредством разложения Уильямса для раз-
личных образцов с трещинами. Однако в ряде экспериментальных и теоретических работ [1–6; 10; 11],
опубликованных в последнее время, показана необходимость учета большего числа слагаемых, что в
действительности является трудной задачей. Масштабные множители a

(m)
k могут быть определены раз-

ными способами: 1) экспериментально; 2) теоретически; 3) численно с помощью метода конечного эле-
мента. Фотоупругость, с одной стороны, является эффективным способом нахождения коэффициентов
полного асимптотического разложения М. Уильямса, поскольку экспериментально можно определить
разность главных напряжений и найти амплитудные коэффициенты с помощью оптико-механического
закона. С другой стороны, использование метода фотоупругости приводит к системе нелинейных ал-
гебраических уравнений, решение которой в случае большого количества удерживаемых слагаемых в
асимптотическом разложении М. Уильямса наталкивается на существенные математические трудности.
В силу указанных причин представляется важным и актуальным рассмотреть конфигурации образцов
с трещинами, для которых имеется аналитическое решение, раскладывая которое в ряд в окрестности
трещины можно получить высшие приближения и оценить их вклад в общее поле напряжений и пере-
мещений в окрестности вершины трещины. В настоящей работе приводится комплексное представление
поля напряжений в образце с двумя симметричными надрезами, находящимся под действием соредото-
ченных сил (рис. 1), и разложение функции Вестергаарда в ряд с целью определения коэффициентов
полного асимптотического разложения М. Уильямса поля напряжений в этом образце.
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Рис. 1. Пластина с двумя полубесконечными краевыми надрезами

1. Комплексное представление решения. Функция Вестергаарда

При решении плоских задач теории упругости часто используется функция напряжений. Для рас-
чета напряжений у трещины удобно ее выбрать в виде комплексной функции двух переменных, что
значительно упрощает математические выкладки. В общем виде любую функцию напряжений можно
представить следующим образом [17]

Φ(z) = Re [(x1 − ix2)ϕ(z)x1 + χ(z)] ,

здесь Re [ ] — действительная часть функции комплексного переменного z = x1 + ix2, а ϕ(z), χ(z) —
аналитические функции, выбранные соответствующим образом.

Вестергаард, решая задачу распределения напряжений около острой трещины, проанализировал свой-
ства комплексных функций определенного типа и подобрал граничные условия, соответствующие этим
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свойствам [18]. Им было предложено при решении задачи о растяжении пластины (случай трещины
первого типа — нормальный отрыв) использовать комплексную функцию следующего вида

Φ1(z) = Re [Φ∗∗
1 (z)] + x2 Im [Φ∗

1(z)] , (4)

здесь Im [ ] — мнимая части функции комплексного переменного z, а Φ∗
1(z) и Φ∗∗

1 (z) первый и второй
интегралы функции Φ(z)

Φ1(z) =
dΦ∗

1(z)

dz
, Φ∗

1(z) =
dΦ∗∗

1 (z)

dz
.

Для трещины первого типа комплексное представление напряжений определяется соотношениями
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В случае трещины второго типа (поперечный сдвиг) в качестве функции напряжений рассматрива-
ется функция

Φ2(z) = −x2 Re [Φ∗
2(z)] ,

где Φ∗
2(z) — функция комплексного переменного, выбранная с учетом граничных условий.

Тогда для трещины второго типа комплексное представление напряжений определяется соотношени-
ями
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Рис. 2. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае нормального отрыва. а) линии равных
значений компоненты тензора напряжений σ

(1)
11 ; б) линии равных значений компоненты тензора напря-

жений σ
(1)
22 ; в) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ

(1)
12 ; г) линии интенсивности

напряжений σ
(1)
e
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Поскольку рассматриваемая среда является линейно-упругой и изотропной, то справедлив принцип
суперпозиции. Тогда для смешанного нагружения поле напряжений определяется соотношениями

σe
ij = Meσ

(1)
ij + (1−Me)σ

(2)
ij , (7)

здесь Me = 2/π arctg(P/Q), 0 6 Me 6 1 — параметр смешанности, его варьирование позволяет получить
весь диапазон смешанных форм деформирования: от нормального отрыва при Me = 1 до поперечного
сдвига при Me = 0.

2. Растяжение пластины с двумя боковыми надрезами.
Комплексное представление решения

Как упоминалось выше, для получения высших приближений ряда Уильямса и оценки их вклада в
общее поле напряжений необходимо рассматривать конфигурации образцов с трещинами, для которых
имеется аналитическое решение. Одним из таких образцов является пластина с двумя полубесконечны-
ми боковыми разрезами (рис. 1). Итак, рассмотрим бесконечную пластину с двумя полубесконечными
боковыми разрезами симметричными относительно мнимой оси (вершины разрезов располагаются на
расстоянии a от мнимой оси).

Функции Вестергаарда для трещин первого и второго типа в рассматриваемом случае имеют соот-
ветственно вид [19]
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После применения оператора дифференцирования и ряда преобразований комплексные потенциа-
лы (8) удается представить в виде
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Для получения поля напряжений требуется выделить действительные и мнимые части функций,
входящих в комплексные потенциалы (9)
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Приведенные выше соотношения позволяют представить мнимую и действительную части комплекс-
ных потенциалов в виде
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Аналогичным образом выделяются действительные и мнимые части функций, входящих в выражение
производных комплексных потенциалов

Φ′
i(z) =

3c
(i)
4 z

(
z4 + a1z

2 + a2
)

(a2 − z2)3/2 (z2 + y20)
2 , (10)
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Рис. 3. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае поперечного сдвига. а) линии равных
значений компоненты тензора напряжений σ
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11 ; б) линии равных значений компоненты тензора напря-

жений σ
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22 ; в) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ
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Эти соотношения позволяют представить мнимую и действительную части производных комплексных
потенциалов (10) в виде
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R2 = (p1q1 − p2q2)(r1x2 + r2x1)− (p1q2 + p2q1)(r1x1 − r2x2).

Тогда поля напряжений, полученные после подстановки ранее приведенных выражений в представ-
ление (5), будут иметь вид
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в) соотношения для поля напряжений в случае смешанного нагружения легко получить из выраже-
ния (7) с помошью (11) и (12).

На графиках приведены контурные линии компонент тензора напряжений для нормального отрыва
(рис. 2), поперечного сдвига (рис. 3) и смешанного нагружения (рис. 4).
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Рис. 4. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае смешанного нагружения для пара-
метра смешанности Me = 0.5. а) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ11; б) линии
равных значений компоненты тензора напряжений σ22; в) линии равных значений компоненты тензора
напряжений σ12; г) линии интенсивности напряжений σe

3. Растяжение пластины с двумя боковыми надрезами.
Асимптотическое представление решения

3.1. Нормальный отрыв

Разложение в ряд Тейлора функций, входящих в комплексный потенциал (9), в окрестности вершины
трещины z = −a имеет вид
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j=0

η
(1)
j (z + a)j ,

(13)

здесь
α
(1)
0 = a2 + c

(1)
5 , α

(1)
1 = −2a, α

(1)
2 = 1, α

(1)
k = 0, k > 2,

β(1)
m =

|2m− 1| !!
22m+1/2am+1/2m!

, δ(1)p =
p+ 1

(a+ iy0)
p+2 , η

(1)
j =

j + 1

(a− iy0)
j+2

.
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Подстановка соотношений (13) в (9) дает асимптотическое разложение комплексного потенциала в
окрестности вершины трещины z = −a+ reiθ

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ
(1)
n (z + a)n−1/2,

ζ
(1)
n =

n∑
l=0

ξ
(1)
l γ

(1)
n−l, ξ

(1)
l =

l∑
j=0

α
(1)
j β

(1)
j−l, γ

(1)
l =

l∑
j=0

δ
(1)
j η

(1)
j−l.

Тогда в окрестности вершины трещины z = −a + reiθ комплексный потенциал и его производная
имеют вид

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ
(1)
n rn−1/2

[
cos
(
n− 1

2

)
θ + i sin

(
n− 1

2

)
θ
]
,

Φ
′

1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(
n− 1

2

)
ζ
(1)
n rn−

3
2

[
cos
(
n− 3

2

)
θ + i sin

(
n− 3

2

)
θ
]
.

(14)

Подстановка полученных соотношений (14) в (5) приводит к выражениям

σij = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ(1)n rn−
1
2 g

(1)
n,ij(θ), (15)

g
(1)
n,11(θ) =

1
2

[(
n+ 3

2

)
cos
(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
cos
(
n− 5

2

)
θ
]
,

g
(1)
n,22(θ) =

1
2

[(
n− 1

2

)
cos
(
n− 5

2

)
θ −

(
n− 5

2

)
cos
(
n− 1

2

)
θ
]
,

g
(1)
n,12(θ) =

1
2

(
n− 1

2

) [
sin
(
n− 5

2

)
θ − sin

(
n− 1

2

)
θ
]
.

Разложение Уильямса для трещины первого типа представляется соотношением

σ
(1)
ij (r, θ) =

∞∑
k=1

a
(1)
k f

(1)
k,ij(θ)r

k
2−1. (16)

Следует отметить, что в результате сравнения выражения (15) и представления (16), все амплитуд-
ные множители с четными номерами равны нулю и также справедливы соотношения

f
(1)
2n+1,ij(θ) = (2n+ 1)g

(1)
n,ij(θ).

Тогда амплитудные коэффициенты асимптотического разложения М. Уильямса равны

a
(1)
2n+1 =

c
(1)
4 ζ

(1)
n

2n+ 1
, a

(1)
2n = 0, ∀n > 1.

x/a

y/a a)

x/a

y/a б)

Рис. 5. Линии уровня напряжений σ11 в окрестности вершины трещины z = −a а) асимптотическое
представление напряжений (n = 31), б) комплексное представление напряжений

Поскольку разложение в ряд Тейлора справедливо в круге |z + a| < 2a (рис. 5), то в окрестности
вершины второй трещины необходимо также получить асимптотическое представление.

Разложение в ряд Тейлора функций, входящих в комплексный потенциал (9), в окрестности вершины
трещины z = a имеет вид

z2 + c
(1)
5 =

∞∑
k=0

α̃
(1)
k (z − a)k, (a− z)−1/2 =

∞∑
m=0

β̃
(1)
m (z − a)m,(

z + iy0
)−2

=
∞∑
p=0

δ̃
(1)
p (z − a)p,

(
z − iy0

)−2
=

∞∑
j=0

η̃
(1)
j (z − a)j ,

(17)
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здесь
α̃
(1)
0 = a2 + c

(1)
5 , α̃

(1)
1 = 2a, α̃

(1)
2 = 1, α̃

(1)
k = 0, k > 2,

β̃(1)
m =

(−1)m |2m− 1| !!
22m+1/2am+1/2m!

, δ̃(1)p =
(−1)p(p+ 1)

(a+ iy0)
p+2 , η̃

(1)
j =

(−1)j(j + 1)

(a− iy0)
j+2

.

Подстановка соотношений (17) в (9) дает асимптотическое разложение комплексного потенциала
Φ1(z) в окрестности вершины трещины z = a

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ̃
(1)
n (z − a)n−1/2,

ζ̃
(1)
n =

n∑
l=0

ξ̃
(1)
l γ̃

(1)
n−l, ξ̃

(1)
l =

l∑
j=0

α̃
(1)
j β̃

(1)
j−l, γ̃

(1)
l =

l∑
j=0

δ̃
(1)
j η̃

(1)
j−l.

Поскольку в окрестности вершины трещины z = a + re−i(π+θ), то комплексный потенциал и его
производная имеют вид

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(−1)nζ̃
(1)
n rn−1/2

[
cos
(
n− 1

2

)
θ + i sin

(
n− 1

2

)
θ
]
,

Φ
′

1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(−1)n+1
(
n− 1

2

)
ζ̃
(1)
n rn−

3
2

[
cos
(
n− 3

2

)
θ + i sin

(
n− 3

2

)
θ
]
.

(18)

Подстановка полученных соотношений (18) в (5) приводит к выражениям

σij = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ̃(1)n rn−
1
2 g

(1)
n,ij(θ). (19)

Проведение сравнительного анализа (19) и (16) приводит к следующим выражениям для амплитуд-
ных множителей

ã
(1)
2n+1 =

(−1)nc
(1)
4 ζ̃

(1)
n

2n+ 1
, ã

(1)
2n = 0, ∀n > 1.

3.2. Поперечный сдвиг
Поскольку комплексные потенциалы для трещин первого и второго типа имеют общий вид (9) с

точностью до индекса, то для случая поперечного сдвига в дальнейшем используются асимптотические
разложения, полученные в предыдущем разделе с соответствующей заменой индекса в круглых скобках
с ”1” на ”2”. Тогда подстановка соотношений (14) в (6) приводит к выражениям

σ
(2)
ij = c

(2)
4

∞∑
n=0

ζ(2)n rn−
1
2 g

(2)
n,ij(θ), (20)

g
(2)
n,11(θ) =

1

2

[(
n+

7

2

)
sin

(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
sin

(
n− 5

2

)
θ

]
,

g
(2)
n,22(θ) =

1

2

(
n− 1

2

)[
sin

(
n− 5

2

)
θ − sin

(
n− 1

2

)
θ

]
,

g
(2)
n,12(θ) =

1

2

[(
n+

3

2

)
cos

(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
cos

(
n− 5

2

)
θ

]
.

Разложение М. Уильямса поля напряжений для трещины второго типа представляется соотношением

σ
(2)
ij (r, θ) =

∞∑
k=1

a
(2)
k f

(2)
k,ij(θ)r

k
2−1. (21)

Следует отметить, что в результате сравнения выражения (20) и представления (21), как и в случае
нормального отрыва, все амплитудные множители с четными номерами равны нулю и справедливы
соотношения

f
(2)
2n+1,ij(θ) = −(2n+ 1)g

(2)
n,ij(θ).

Тогда амплитудные коэффициенты асимптотического разложения М. Уильямса равны

a
(2)
2n+1 = −c

(2)
4 ζ

(2)
n

2n+ 1
, a

(2)
2n = 0, ∀n > 1,

Аналогичным образом легко получить разложения в окрестности вершины второй трещины z = a,
что приводит к следующим соотношениям для амплитудных коэффициентов ряда М. Уильямса

ã
(2)
2n+1 =

(−1)n+1c
(2)
4 ζ̃

(2)
n

2n+ 1
, ã

(2)
2n = 0, ∀n > 1.
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Рис. 6. Линии уровня компоненты напряжений σ11 в окрестности вершины трещины z = −a. а) линии
уровня компоненты напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.01 б) линии уровня
компоненты напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.2; г) линии уровня компоненты
напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.4

3.3. Смешанное нагружение

Для нахождения асимптотического представления в случае смешанного нагружения необходимо под-
ставить полученные разложения (16) и (21) соотношения (7) и, выбрав значение для параметра сме-
шанности Me, получить соответствующие формы смешанного нагружения.

4. Анализ количества удерживаемых слагаемых

Для оценки количества удерживаемых слагаемых в полученном разложении поля напряжений в ряд
М. Уильямса в системе компьютерной алгебры Mathematica была разработана программа, которая поз-
воляет вычислить любое наперед заданное количество коэффициентов асимптотического разложения.
Что, в свою очередь, дает возможность оценить вклад высших приближений и ответить на вопрос:
нужно ли учитывать высшие приближения и, если да, то сколько слагаемых в разложении следует
учитывать.

На рис. 6 приведены распределения нормального напряжения σ11 на разных расстояниях от кончика
трещины z = −a в случае нормального отрыва, поперечного сдвига и смешанного нагружения. Сплош-
ные разноцветные линии соответствуют асимптотическому разложению с различным количеством удер-
живаемых слагаемых, разрывная линия — комплексному представлению поля напряжений. Анализируя
полученные представления, можно сделать вывод, что при удалении от вершины трещины действитель-
но необходимо увеличивать количество учитываемых слагаемых в разложении М. Уильямса. Например,
для достижения точности 10−6 на расстояниях от кончика трещины, равных 0.4 a, требуется учитывать
девятнадцать слагаемых, при расстояниях, эквивалентных 0.1 a, требуется учитывать девять слагаемых,
а при 0.01 a требуемая точность достигается уже учетом трех слагаемых.
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Выводы
В работе получено многопараметрическое разложение поля напряжений на примере задачи о растя-

жении бесконечной пластину с двумя полубесконечными боковыми разрезами, а также проведен вычис-
лительный эксперимент с удержанием различного количества слагаемых в полученном асимптотическом
разложении М. Уильямса. Сравнение полученных асимптотического и комлексного представлений пока-
зало необходимость учета высших приближений в полном асимптотическом разложении М. Уильямса
поля напряжений. Чем больше расстояние от кончика трещины, тем больше слагаемых следует удер-
живать в разложении.

Таким образом, при построении асимптотических решений задач, для которых отсутствуют точные
аналитические решения, следует прибегать к построению многопараметрических асимптотических разло-
жений. Проведенный анализ в дальнейшем может быть использован при обработке экспериментальных
данных (например, в рамках метода цифровой фотоупругости). Разложение поля напряжений в ряд М.
Уильямса может быть использовано при решении задач для любых конфигураций образцов с трещина-
ми, а все математические трудности возникают при нахождении амплитудных коэффициентов a

(m)
k , для

определения которых можно использовать экспериментальные картины, полученные с помощью метода
цифровой фотоупругости.

Автор выражает благодарность и глубокую признательность своему научному руководителю, докто-
ру физико-математических наук, доценту, профессору кафедры математического моделирования в ме-
ханике Самарского национального университета имени академика С.П. Королева Степановой Ларисе
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ASYMPTOTIC REPRESENTATION OF THE STRESS FIELD NEAR
THE CRACK TIP OF AN INFINITE PLATE WITH TWO SEMI-INFINITE

SYMMETRICAL EDGE NOTCHES: THEORETICAL STUDY
AND COMPUTATIONAL EXPERIMENT

This article is aimed at theoretical study of the stress-strain state of an infinite plate with two
semi-infinite symmetrical edge notches. The analytical solution is obtained by means of decomposition in
the M. Williams series expansion and subsequent calculation of the amplitude coefficients of the expansion
using the complex representation of stresses. An analysis of the multiparametric expansion of the stress
field and a computational experiment with different number of terms are carried out. A comparison of
the complex representation of the stress field with the asymptotic series of M. Williams obtained shows
the need for an accurate estimate of the number of terms keeping in the expansion series depending
on the distance from the crack tip.

Key words: decomposition of M. Williams, stress-strain state of a plate with semi-infinite cuts,
calculation of higher ordered terms of the asymptotic series of M. Williams.
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