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О ДВИЖЕНИИ МАЯТНИКА В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ.
ЧАСТЬ 3. ЗАВИСИМОСТЬ ПОЛЯ СИЛ ОТ ТЕНЗОРА

УГЛОВОЙ СКОРОСТИ

В предлагаемом цикле работ исследуются уравнения движения динамически симметричного за-
крепленного n-мерного твердого тела-маятника, находящегося в некотором неконсервативном поле
сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых тел, помещенных в од-
нородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о движении свободного
n-мерного твердого тела, также находящегося в подобном поле сил. При этом на данное свободное
тело действует также неконсервативная следящая сила, либо заставляющая во все время движения
величину скорости некоторой характерной точки твердого тела оставаться постоянной во времени
(что означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела
двигаться прямолинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил). В данной ра-
боте рассматривается тот случай, когда силовое поле зависит линейным образом от тензора угловой
скорости.
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1. Введение зависимости от угловой скорости

Данная глава посвящена динамике многомерного твердого тела в пространстве En. Но, поскольку
данный раздел посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости момента действую-
щих сил от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих позиций.

Пусть x = (x1N , . . . , xnN ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия
среды) на (n−1)-мерный диск Dn−1, Q = (Q1, . . . , Qn) — компоненты, не зависящие от угловой скорости.
Будем вводить зависимость функций (x1N , . . . , xnN ) от тензора угловой скорости Ω лишь линейным
образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [1–3].

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (1.1)

где R = (R1, . . . , Rn) — вектор-функция, содержащая компоненты тензора угловой скорости Ω. При этом
зависимость функции R от тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =


R1

R2

...
Rn

 = − 1

vD
Ω


h1

h2

...
hn

 . (1.2)

Здесь (h1, . . . , hn) — некоторые положительные параметры.
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то

x2N = Q2 − h1
ωrn−1

vD
, x3N = Q3 + h1

ωrn−2

vD
, . . . , xnN = Qn + (−1)n+1h1

ωr1

v
. (1.3)
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Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (диск Dn−1 задается уравнением
x1N ≡ 0):

rN =


0

x2N

...
xnN

 = R(α)iN − 1

vD
Ωh, (1.4)

где

iN = iv
(π
2
, β1, . . . , βn−2

)
, h =


h1

h2

...
hn

 , Ω ∈ so(n). (1.5)

В нашем случае

iN =


0

cosβ1

sinβ1 cosβ2

. . .
sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinβ1 . . . sinβn−2

 . (1.6)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α) cosβ1 − h1
ωrn−1

vD
, x3N = R(α) sinβ1 cosβ2 + h1

ωrn−2

vD
, . . . ,

xn−1,N = R(α) sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 + (−1)nh1
ωr2

v ,
xnN = R(α) sinβ1 . . . sinβn−2 + (−1)n+1h1

ωr1

v ,

(1.7)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнительный демп-
фирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент неконсервативной
силы (т. е. присутствует зависимость момента от тензора угловой скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), информация о
которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина [4, 5],
динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (1.8)

2. Приведенные системы

Для случая n-мерного твердого тела нас будет прежде всего интересовать случай (1—(n− 1)), т. е.
когда в некоторой связанной с телом системе координат Dx1 . . . xn оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, . . . , I2︸ ︷︷ ︸
n−1

}, (2.1)

а именно, в гиперплоскости Dx2 . . . xn тело динамически симметрично (другими словами, Dx1 — ось
динамической симметрии).

В нашем случае закрепленного маятника действительно реализуется случай (2.1). Тогда может быть
получена часть динамических уравнений движения тела, которая описывает движение тела вокруг цен-
тра масс и соответствуют алгебре Ли so(n):
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(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) =
= (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) =
= (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) = −x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) = x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(2.2)

при этом rn−2 + 1 = rn−1, а функции Wt(Ω), t = 1, . . . , n− 1, — квадратичные формы по компонентам
ω1, . . . , ωf , f = n(n− 1)/2, тензора Ω, причем

Wt(Ω)|ωk1
=...=ωks=0 = 0, s = (n− 1)(n− 2)/2, kj ̸= ri, (2.3)

j = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n− 1.

Таким образом, первая группа кинематических уравнений в нашем случае примет следующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,
vD sinα cosβ1 = lωrn−1 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sinβ1 cosβ2 = −lωrn−2 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 =
= (−1)n+1lωr2 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−3 cos ηn−2,

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−2 = (−1)nlωr1 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−2.

(2.4)

И далее, образуется вторая группа кинематических уравнений:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦

◦Tn−3,n−2(η2)Tn−2,n−1(η1)



(−1)nη̇n−2
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−3

(−1)n+1η̇n−3
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1

−η̇1
sin ξ
cos ξ

ξ̇


. (2.5)

Сразу же заметим, что система (2.2), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = . . . = In, (2.6)

обладает s = (n− 1)(n− 2)/2 циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks ≡ ω0
ks

= const, s =
(n− 1)(n− 2)

2
. (2.7)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (2.8)

Пространством положений такого (обобщенного) сферического (физического) маятника является
(n− 1)-мерная сфера

Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}, (2.9)
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а фазовым пространством — касательное расслоение (n− 1)-мерной сферы

T∗S
n−1{(ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (2.10)
0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

Теорема 2.1. Совместные уравнения (2.2), (2.4), (2.5) при выполнении условий (2.6)–(2.8), (1.4),
(1.8) редуцируются к динамической системе на касательном расслоении (2.10) (n − 1)-мерной сферы
(2.9).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, H1∗ =

h1B

(n− 2)I2n0
, < · >= n0v∞ <′>, (2.11)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:
ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ

′ cos ξ + sin ξ cos ξ−
−
[
η′21 + η′22 sin2 η1 + η′23 sin2 η1 sin

2 η2+

+ . . .+ η′2n−2 sin
2 η1 . . . sin

2 ηn−3

]
sin ξ
cos ξ = 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ−

−
[
η′22 + η′23 sin2 η2 + η′24 sin2 η2 sin

2 η3+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η2 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
2
cos η1

sin η1
−

−
[
η′23 + η′24 sin2 η3 + η′25 sin2 η3 sin

2 η4+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η3 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η2 cos η2 = 0,

η′′3 + (b∗ −H1∗)η
′
3 cos ξ + ξ′η′3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
3
cos η1

sin η1
+ 2η′2η

′
3
cos η2

sin η2
−

−
[
η′24 + η′25 sin2 η4 + η′26 sin2 η4 sin

2 η5+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η4 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η3 cos η3 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′′n−4 + (b∗ −H1∗)η
′
n−4 cos ξ + ξ′η′n−4

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−4

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−5η

′
n−4

cos ηn−5

sin ηn−5
−

−
[
η′2n−3 + η′2n−2 sin

2 ηn−3

]
sin ηn−4 cos ηn−4 = 0,

η′′n−3 + (b∗ −H1∗)η
′
n−3 cos ξ + ξ′η′n−3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−3

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−4η

′
n−3

cos ηn−4

sin ηn−4
−

−η′2n−2 sin ηn−3 cos ηn−3 = 0,

η′′n−2 + (b∗ −H1∗)η
′
n−2 cos ξ + ξ′η′n−2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−2

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−3η

′
n−2

cos ηn−3

sin ηn−3
= 0, b∗ > 0, H1∗ > 0.

(2.12)

В частности, при n = 5 имеем:
ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ

′ cos ξ + sin ξ cos ξ−
−
[
η′21 + η′22 sin2 η1 + η′23 sin2 η1 sin

2 η2
]

sin ξ
cos ξ = 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ −

[
η′22 + η′23 sin2 η2

]
sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ + 2η′1η

′
2
cos η1

sin η1
− η′23 sin η2 cos η2 = 0,

η′′3 + (b∗ −H1∗)η
′
3 cos ξ + ξ′η′3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ + 2η′1η

′
3
cos η1

sin η1
+ 2η′2η

′
3
cos η2

sin η2
= 0,

b∗ > 0, H1∗ > 0.

(2.13)

Вспомним для начала про группу переменных z:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦ Tn−2,n−1(η1)


z1
z2
. . .
zn−1

 , (2.14)

где матрица Tk,k+1(η), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =



1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

 , (2.15)
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Mk,k+1 =

(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)
, mk,k = mk+1,k+1 = cos η, mk+1,k =

= −mk,k+1 = sin η.

После же перехода от переменных z к промежуточным безразмерным переменным

zk = n0v∞(1 + b∗H1∗)Zk, k = 1, . . . , n− 2,
zn−1 = n0v∞(1 + b∗H1∗)Zn−1 − n0v∞b∗ sin ξ,

(2.16)

система (2.12) будет эквивалентна системе

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Zn−1 − b∗ sin ξ, (2.17)

Z ′
n−1 = − sin ξ cos ξ+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−2)
cos ξ

sin ξ
+H1∗Zn−1 cos ξ, (2.18)

Z ′
n−2 = − (1 + b∗H1∗)Zn−2Zn−1

cos ξ

sin ξ
−

− (1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Zn−2 cos ξ, (2.19)

Z ′
n−3 = − (1 + b∗H1∗)Zn−3Zn−1

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Zn−3Zn−2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−4)
cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Zn−3 cos ξ, (2.20)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = − (1 + b∗H1∗)Z1

cos ξ

sin ξ

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos ηs−1

sin η1 . . . sin ηs−1

}
+

+H1∗Z1 cos ξ, (2.21)

η′1 = − (1 + b∗H1∗)Zn−2
cos ξ

sin ξ
, (2.22)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Zn−3
cos ξ

sin ξ sin η1
, (2.23)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′n−3 = (−1)n+1 (1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ sin η1 . . . sin ηn−4
, (2.24)

η′n−2 = (−1)n (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1 . . . sin ηn−3
, (2.25)

на касательном расслоении

T∗S
n−1{(Zn−1, . . . , Z1; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (2.26)

0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

Видно, что в системе (2.17)–(2.25) порядка 2(n− 1) по причине цикличности переменной ηn−2 выде-
ляется независимая подсистема (2.17)–(2.24) порядка 2(n− 1)− 1, которая может быть самостоятельно
рассмотрена на своем (2n− 3)-мерном многообразии.

В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Z4 − b∗ sin ξ, (2.27)

Z ′
4 = − sin ξ cos ξ+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cos ξ

sin ξ
+H1∗Z4 cos ξ, (2.28)

Z ′
3 = − (1 + b∗H1∗)Z3Z4

cos ξ

sin ξ
−

− (1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + Z2

2 )
cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z3 cos ξ, (2.29)

Z ′
2 = − (1 + b∗H1∗)Z2Z4

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z2Z3

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+
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+(1 + b∗H1∗)Z
2
1

cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Z2 cos ξ, (2.30)

Z ′
1 = − (1 + b∗H1∗)Z1Z4

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z1Z3

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

−

− (1 + b∗H1∗)Z1Z2
cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Z1 cos ξ, (2.31)

η′1 = − (1 + b∗H1∗)Z3
cos ξ

sin ξ
, (2.32)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ sin η1
, (2.33)

η′3 = − (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1 sin η2
, (2.34)

на касательном расслоении

T∗S
4{(Z4, Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2, η3) ∈ R8 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π} (2.35)

четырехмерной сферы S4{(ξ, η1, η2, η3) ∈ R4 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π}.
Видно, что в системе восьмого порядка (2.27)–(2.34) по причине цикличности переменной η3 вы-

деляется независимая подсистема седьмого порядка (2.27)–(2.33), которая может быть самостоятельно
рассмотрена на своем семимерном многообразии.

3. Полный список первых интегралов при любом конечном n

Перейдем теперь к интегрированию искомой системы (2.17)–(2.25) порядка 2(n−1) (без всяких упро-
щений — при наличии всех коэффициентов).

Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (2.17)–(2.25) порядка 2(n−1) необходимо
знать, вообще говоря, 2n− 3 независимых первых интегралов. Однако после замены переменных

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

→


wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

 ,

wn−1 = −Zn−1, wn−2 =
√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2, wn−3 = Z2

Z1
,

wn−4 = − Z3√
Z2

1+Z2
2

, . . . , w2 = − Zn−3√
Z2

1+...+Z2
n−4

, w1 = − Zn−2√
Z2

1+...+Z2
n−3

,
(3.1)

система (2.17)–(2.25) распадается следующим образом:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)wn−1 − b∗ sin ξ,

w′
n−1 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
n−2

cos ξ
sin ξ +H1∗wn−1 cos ξ,

w′
n−2 = (1 + b∗H1∗)wn−2wn−1

cos ξ
sin ξ +H1∗wn−2 cos ξ,

 (3.2)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2)

1+w2
s

ws

cos ηs

sin ηs
,

η′s = ds(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(3.3)

η′n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2), (3.4)

где
d1(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= −(1 + b∗H1∗)Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cos ξ
sin ξ ,

d2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= (1 + b∗H1∗)Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= (−1)n(1 + b∗H1∗)Z1(wn−1, . . . , w1)
cos ξ

sin ξ sin η1... sin ηn−3
,

(3.5)

при этом
Zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, (3.6)

— функции в силу замены (3.1).
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В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w4 − b∗ sin ξ,

w′
4 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
3
cos ξ
sin ξ +H1∗w4 cos ξ,

w′
3 = (1 + b∗H1∗)w3w4

cos ξ
sin ξ +H1∗w3 cos ξ,

 (3.7)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3)

1+w2
2

w2

cos η2

sin η2
,

η′2 = d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3),

}
(3.8)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3)

1+w2
1

w1

cos η1

sin η1
,

η′1 = d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3),

}
(3.9)

η′3 = d3(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3), (3.10)

где
d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = −Z3(w4, w3, w2, w1)

cos ξ
sin ξ =

= ∓ w1w3√
1+w2

1

cos ξ
sin ξ ,

d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = Z2(w4, w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
=

= ± w2w3√
1+w2

1

√
1+w2

2

cos ξ
sin ξ sin η1

,

d3(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = −Z1(w4, w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1 sin η2
=

= ∓ w3√
1+w2

1

√
1+w2

2

cos ξ
sin ξ sin η1 sin η2

,

(3.11)

при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (3.12)

— функции в силу замены (3.1).
Система (3.2)–(3.4) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
n−1{(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (3.13)

0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

В частности, система (3.7)–(3.10) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
4{(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) ∈ R8 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π} (3.14)

четырехмерной сферы S4{(ξ, η1, η2, η3) ∈ R4 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π}.
Видно, что в системе (3.2)–(3.4) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего по-

рядка (3.2), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, n−3
независимых системы второго порядка (3.3) (после замены независимой переменной), а также (по при-
чине цикличности переменной ηn−2) уравнение (3.4) на ηn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (3.7)–(3.10) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (3.7), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (3.8), (3.9) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной β3) уравнение (3.10) на η3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (3.2)–(3.4) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (3.2), по одному — для систем (3.3) (всего n− 3 штуки) и дополнительный
первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (3.4) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (3.7)–(3.10) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (3.7), по одному — для систем (3.8), (3.9) и дополнительный первый интеграл,
”привязывающий” уравнение (3.10) (т. е. всего пять).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (3.2) неавтономную систему второго порядка

dwn−1

dξ =
sin ξ cos ξ−(1+b∗H1∗)w

2
n−2 cos ξ/ sin ξ+H1∗wn−1 cos ξ

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗ sin ξ ,
dwn−2

dξ = (1+b∗H1∗)wn−2wn−1 cos ξ/ sin ξ+H1∗wn−2 cos ξ
−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗ sin ξ .

(3.15)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (3.15) в алгебраическом виде

dwn−1

dτ =
τ−(1+b∗H1∗)w

2
n−2/τ+H1∗wn−1

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗τ
,

dwn−2

dτ = (1+b∗H1∗)wn−2wn−1/τ+H1∗wn−2

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗τ
.

(3.16)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn−1 = u2τ, wn−2 = u1τ, (3.17)
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приводим систему (3.16) к следующему виду:

τ du2

dτ + u2 =
1−(1+b∗H1∗)u

2
1+H1∗u2

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
,

τ du1

dτ + u1 = (1+b∗H1∗)u1u2+H1∗u1

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
,

(3.18)

что эквивалентно
τ du2

dτ =
(1+b∗H1∗)(u

2
2−u2

1)+(b∗+H1∗)u2+1
−(1+b∗H1∗)u2−b∗

,

τ du1

dτ = 2(1+b∗H1∗)u1u2+(b∗+H1∗)u1

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
.

(3.19)

Сопоставим системе второго порядка (3.19) неавтономное уравнение первого порядка

du2

du1
=

1− (1 + b∗H1∗)(u
2
1 − u2

2) + (b∗ +H1∗)u2

2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1
, (3.20)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + b∗H1∗)(u

2
2 + u2

1) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1

)
= 0. (3.21)

Итак, уравнение (3.20) имеет следующий первый интеграл:

(1 + b∗H1∗)(u
2
2 + u2

1) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1
= C1 = const, (3.22)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn−1, wn−2; ξ) =

=
(1 + b∗H1∗)(w

2
n−1 + w2

n−2) + (b∗ +H1∗)wn−1 sin ξ + sin2 ξ

wn−2 sin ξ
= C1 = const. (3.23)

Замечание 3.1. Рассмотрим систему (3.2) с переменной диссипацией с нулевым средним [6, 7, 8],
становящейся консервативной при b∗ = H1∗:

ξ′ = −(1 + b2∗)wn−1 − b∗ sin ξ,

w′
n−1 = sin ξ cos ξ − (1 + b2∗)w

2
n−2

cos ξ
sin ξ + b∗wn−1 cos ξ,

w′
n−2 = (1 + b2∗)wn−2wn−1

cos ξ
sin ξ + b∗wn−2 cos ξ.

(3.24)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2∗)(w
2
n−1 + w2

n−2) + 2b∗wn−1 sin ξ + sin2 ξ = C∗
1 = const, (3.25)

wn−2 sin ξ = C∗
2 = const. (3.26)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.25), (3.26) также является первым интегралом
системы (3.24). Но при b∗ ̸= H1∗ каждая из функций

(1 + b∗H1∗)(w
2
n−1 + w2

n−2) + (b∗ +H1∗)wn−1 sin ξ + sin2 ξ (3.27)

и (3.26) по отдельности не является первым интегралом системы (3.2). Однако отношение функций
(3.27), (3.26) является первым интегралом системы (3.2) при любых b∗,H1∗.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.2). Для
этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.22) при u1 ̸= 0 следующим образом:(

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

)2

+

(
u1 −

C1

2(1 + b∗H1∗)

)2

=
(b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4

4(1 + b∗H1∗)2
. (3.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4 > 0, (3.29)

и фазовое пространство системы (3.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых равенством
(3.28).

Таким образом, в силу соотношения (3.22) первое уравнение системы (3.19) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 + b∗H1∗)u
2
2 + 2(b∗ +H1∗)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2
, (3.30)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + b∗H1∗)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (3.31)
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U2(C1, u2) =
√

C2
1 − 4(1 + b∗H1∗)(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u2

2),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.29).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.2) примет вид∫

dτ

τ
=

∫
(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)du2

A
, (3.32)

A = 2(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u
2
2)− C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + b∗H1∗)).

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (3.33)

Если
u2 +

b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
= r1, b21 = (b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4, (3.34)

то правая часть равенства (3.32) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r

2
1)

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

+

+(b∗ −H1∗)(1 + b∗H1∗)

∫
dr1

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

C1
± 1

∣∣∣∣∣± −b∗ +H1∗

2
I1, (3.35)

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21. (3.36)

При вычислении интеграла (3.36) возможны три случая.
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4−

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (3.37)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (3.38)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (3.39)

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn−1

sin ξ
+

b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
, (3.40)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4± 2(1 + b∗H1∗)r1√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

± C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4∓ 2(1 + b∗H1∗)r1√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

∓ C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (3.41)
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II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 + b21

b1(
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (3.42)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + b∗H1∗)r1

C1(
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)

+ const. (3.43)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.2)
— предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фа-
зовых переменных.

Замечание 3.2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вместо C1 под-
ставить левую часть первого интеграла (3.22).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn−1, wn−2; ξ) = G

(
sin ξ,

wn−1

sin ξ
,
wn−2

sin ξ

)
= C2 = const. (3.44)

Итак, найдены два первых интеграла (3.23), (3.44) независимой системы третьего порядка (3.2). Оста-
лось указать по одному первому интегралу — для систем (3.3) (их всего n−3) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (3.4).

Действительно, искомые первые интегралы имеют вид

Θ′′
s+2(ws; ηs) =

√
1 + w2

s

sin ηs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (3.45)

Θ′′
n(wn−3, wn−4; ηn−4, ηn−3, ηn−2) =

= ηn−2 ± arctg
Cn−1 cos ηn−3√

C2
n−2 sin

2 ηn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (3.46)

при этом в левую часть равенства (3.46) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы (3.45)
при s = n− 4, n− 3.

Теорема 3.1. Система (3.2)–(3.4) порядка 2(n− 1) обладает достаточным количеством (n) неза-
висимых первых интегралов (3.23), (3.44), (3.45), (3.46).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.2)–(3.4) имеет n первых инте-
гралов, выражающихся соотношениями (3.23), (3.44), (3.45), (3.46) (при этом используются выражения
(3.32)–(3.43)), являющихся трансцендентными функциями фазовых переменных (в смысле комплексного
анализа) и выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 3.2. Три группы соотношений (2.2), (2.4), (2.5) при условиях (2.6)–(2.8), (1.4), (1.8) облада-
ют n первыми интегралами (полным набором), являющимися трансцендентными функциями с точки
зрения комплексного анализа, выражающимися через конечную комбинацию элементарных функций.

4. Топологические аналогии
Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи

v ≡ const. (4.1)

В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к си-
стеме

α̇ = −zn−1 +
σv

(n− 2)I2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−1 =
v2

(n− 2)I2
s(α)Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
− (z21 + . . .+ z2n−2)

cosα

sinα
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)}
,

żn−2 = zn−2zn−1
cosα

sinα
+ (z21 + . . .+ z2n−3)

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
zn−1∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
+
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+
n−2∑
s=2

(−1)s+1zn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
cosβ1

sinβ1

}
−

− v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−3 = zn−3zn−1
cosα

sinα
− zn−3zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
− (z21 + . . .+ z2n−4)

cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
{∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)[
−zn−1 + zn−2

cosβ1

sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
}+

+
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
, (4.2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = β̇n−2(−ωr1 sinβn−2 + ωr2 cosβn−2)+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

= z1
cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
×

×

{
n−1∑
s=2

(−1)szn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇1 = zn−2
cosα

sinα
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇2 = −zn−3
cosα

sinα sinβ1
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−2 = (−1)n+1z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−2
∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

где

∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

)
),

∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

)
),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.3)

∆v,n−3

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

)
),

∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

)
),

а функция Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 · cos π
2
+

n∑
s=2

xsN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
isN (β1, . . . , βn−2). (4.4)
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Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n, (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0) — компоненты единичного вектора по оси
вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n−2)-мерной сфере Sn−2{β1, . . . , βn−2}, заданной равенством α = π/2,
как экваториальном сечении соответствующей (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} (заданной ра-
венством (4.1)).

При выполнении условий (1.4), (1.8) система (4.2) примет вид

α′ = − (1 + bH1)Zn−1 + b sinα, (4.5)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

− (1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−2)
cosα

sinα
−H1Zn−1 cosα, (4.6)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

+(1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1Zn−2 cosα, (4.7)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−4)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Zn−3 cosα, (4.8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
−

−H1Z1 cosα, (4.9)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα

sinα
, (4.10)

β′
2 = − (1 + bH1)Zn−3

cosα

sinα sinβ1
, (4.11)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−3 = (−1)n (1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−4
, (4.12)

β′
n−2 = (−1)n+1 (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
. (4.13)

если ввести безразмерные параметры, переменные и дифференцирование по аналогии с (2.11):

b = σn0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, H1 =

h1B

(n− 2)I2n0
, zk = n0vZk, k = 1, . . . , n− 1, (4.14)

< · >= n0v <′> .

В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

α′ = − (1 + bH1)Z4 + b sinα, (4.15)

Z ′
4 = sinα cosα− (1 + bH1) (Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα

sinα
−H1Z4 cosα, (4.16)

Z ′
3 = (1 + bH1)Z3Z4

cosα

sinα
+ (1 + bH1) (Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1Z3 cosα, (4.17)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Z2 cosα, (4.18)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+(1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Z1 cosα, (4.19)

β′
1 = (1 + bH1)Z3

cosα

sinα
, (4.20)

β′
2 = − (1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1
, (4.21)

β′
3 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 sinβ2
. (4.22)
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Теорема 4.1. Система (4.5)–(4.13) (для свободного тела) эквивалентна системе (2.17)–(2.25) (для
закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, . . . , ηn−2 = βn−2, b∗ = −b, H1∗ = −H1, (4.23)

а также сопоставить переменные Zk ↔ −Zk, k = 1, . . . , n− 1.
Для полного интегрирования системы (4.5)–(4.13) необходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 незави-

симых первых интегралов (в частности, для полного интегрирования системы (4.15)–(4.22) необходимо
знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов). Однако после следующей замены пере-
менных 

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

→


wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

 ,

wn−1 = Zn−1, wn−2 =
√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2, wn−3 = Z2

Z1
,

wn−4 = Z3√
Z2

1+Z2
2

, . . . , w2 = Zn−3√
Z2

1+...+Z2
n−4

, w1 = Zn−2√
Z2

1+...+Z2
n−3

,
(4.24)

система (4.5)–(4.13) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)wn−1 + b sinα,
w′

n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
n−2

cosα
sinα −H1wn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα −H1wn−2 cosα,

 (4.25)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1+w2
s

ws

cos βs

sin βs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(4.26)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (4.27)

где
d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
= (1 + bH1)Zn−2(wn−1, . . . , w1)

cosα
sinα ,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
= −(1 + bH1)Zn−3(wn−1, . . . , w1)

cosα
sinα sin β1

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1(1 + bH1)Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sin β1... sin βn−3
,

(4.28)

при этом
Zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, (4.29)

— функции в силу замены (4.24).
В частности, при n = 5 система (4.15)–(4.22) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w4 + b sinα,
w′

4 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
3
cosα
sinα −H1w4 cosα,

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα
sinα −H1w3 cosα,

 (4.30)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
2

w2

cos β2

sin β2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.31)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
1

w1

cos β1

sin β1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.32)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (4.33)

где
d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z3(w4, w3, w2, w1)

cosα
sinα =

= ±(1 + bH1)
w1w3√
1+w2

1

cosα
sinα ,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −(1 + bH1)Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
=

= ∓(1 + bH1)
w2w3√

1+w2
1

√
1+w2

2

cosα
sinα sin β1

,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
= (1 + bH1)Z1(w4, w3, w2, w1)

cosα
sinα sin β1 sin β2

=

= ±(1 + bH1)
w3√

1+w2
1

√
1+w2

2

cosα
sinα sin β1 sin β2

,

(4.34)
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при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (4.35)

— функции в силу замены (4.24).
Система (4.25)–(4.27) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
n−1{(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) ∈ R2(n−1) : (4.36)

0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(α, β1, . . . , βn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}.

В частности, система (4.30)–(4.33) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
4{(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) ∈ R8 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π} (4.37)

четырехмерной сферы S4{(α, β1, β2, β3) ∈ R4 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π}.
Видно, что в системе (4.25)–(4.27) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего

порядка (4.25), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии,
n− 3 независимых систем второго порядка (4.26) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной βn−2) уравнение (4.27) на βn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (4.30)–(4.33) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (4.30), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (4.31), (4.32) (после замены независимой переменной), а также
(по причине цикличности переменной β3) уравнение (4.33) на β3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.25)–(4.27) достаточно указать два незави-
симых первых интеграла системы (4.25), по одному — для систем (4.26) (всего n− 3 штуки) и допол-
нительный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.27) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (4.30)–(4.33) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (4.30), по одному — для систем (4.31), (4.32) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.33) (т. е. всего пять).

Следствие 4.1.

1. Угол атаки α и углы β1, . . . , βn−2 для свободного тела эквивалентны соответственно углам от-
клонения ξ и η1, . . . , ηn−2 закрепленного маятника.

2. Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закрепленного
маятника.

3. Первые интегралы системы (4.25)–(4.27) могут быть автоматически получены через равенства
(3.23), (3.44), (3.45), (3.46) после подстановок (4.23) (см. также [9]):

Θ′
1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
n−1 + w2

n−2)− (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (4.38)

Θ′
2(wn−1, wn−2;α) = G

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (4.39)

Θ′′
s+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (4.40)

Θ′′
n(wn−3, wn−4;βn−4, βn−3, βn−2) =

= βn−2 ± arctg
Cn−1 cosβn−3√

C2
n−2 sin

2 βn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (4.41)

при этом в левую часть равенства (4.41) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы
(4.40) при s = n− 4, n− 3.

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела, т. е.
когда выполнено свойство

VC ≡ const (4.42)

(VC — скорость центра масс), поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (4.43)
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В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к си-
стеме

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (4.44)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (4.45)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n− 2)I2n2
1

· Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}
−

−Zn−1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.46)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
×

×{Zn−1∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+

n−2∑
s=2

(−1)s+1Zn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cosβ1

sinβ1

}
−

− s(α)

(n− 2)I2n2
1

·∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−2 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.47)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
{∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[
−Zn−1 + Zn−2

cosβ1

sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
}+

+
s(α)

(n− 2)I2n2
1

·∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−3 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.48)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z){

n−1∑
s=2

(−1)sZn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
s(α)

(n− 2)I2n2
1

∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.49)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.50)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sinβ1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.51)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+
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+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.52)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+
T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα. (4.53)

Тогда, в силу условий (4.42), (1.4), (1.8), (4.14) преобразованная динамическая часть уравнений дви-
жения (система (4.45)–(4.52)) примет вид аналитической системы

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+ b sinα cos2 α− bH1Zn−1 cos

2 α, (4.54)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+bZn−1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−1 sin

2 α cosα+

+bH1Z
2
n−1 sinα cosα−H1Zn−1 cosα, (4.55)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+ (1 + bH1)

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZn−2

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−2 sin

2 α cosα+

+bH1Zn−2Zn−1 sinα cosα−H1Zn−2 cosα, (4.56)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−(1 + bH1)

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+bZn−3

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−3 sin

2 α cosα+

+bH1Zn−3Zn−1 sinα cosα−H1Zn−3 cosα, (4.57)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+bZ1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZ1 sin

2 α cosα+

+bH1Z1Zn−1 sinα cosα−H1Z1 cosα, (4.58)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα

sinα
, (4.59)

β′
2 = −(1 + bH1)Zn−3

cosα

sinα sinβ1
, (4.60)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−4
, (4.61)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
, (4.62)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (4.63)
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В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1Z4 cos

2 α, (4.64)

Z ′
4 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα

sinα
+

+bZ4(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ4 sin
2 α cosα+

+bH1Z
2
4 sinα cosα−H1Z4 cosα, (4.65)

Z ′
3 = (1 + bH1)Z3Z4

cosα

sinα
+ (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα+

+bH1Z3Z4 sinα cosα−H1Z3 cosα, (4.66)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−(1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα

1

sinα

cosβ2

sinβ2
+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα+

+bH1Z2Z4 sinα cosα−H1Z2 cosα, (4.67)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+(1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα

1

sinα

cosβ2

sinβ2
+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+

+bH1Z1Z4 sinα cosα−H1Z1 cosα, (4.68)

β′
1 = (1 + bH1)Z3

cosα

sinα
, (4.69)

β′
2 = −(1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1
, (4.70)

β′
3 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 sinβ2
. (4.71)

Для полного интегрирования системы (4.54)–(4.62) порядка 2(n−1) необходимо знать, вообще говоря,
2n− 3 независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (4.24) система (4.54)–(4.62)
распадается следующим образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1wn−1 cos

2 α,
w′

n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
n−2

cosα
sinα+

+bwn−1(w
2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−1 sin
2 α cosα+

+bH1w
2
n−1 sinα cosα−H1wn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα+

+bwn−2(w
2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−2 sin
2 α cosα+

+bH1wn−2wn−1 sinα cosα−H1wn−2 cosα,


(4.72)

w′
s = d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1+ws
1

ws

cos βs

sin βs
,

β′
s = d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(4.73)

β′
n−2 = d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , β2), (4.74)

где выполнены условия (4.28).
В частности, при n = 5 система (4.64)–(4.71) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1w4 cos

2 α,
w′

4 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
3
cosα
sinα+

+bw4(w
2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin
2 α cosα+

+bH1w
2
4 sinα cosα−H1w4 cosα,

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα
sinα+

+bw3(w
2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin
2 α cosα+

+bH1w3wn−1 sinα cosα−H1w3 cosα,


(4.75)
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w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
2

w2

cos β2

sin β2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.76)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
1

w1

cos β1

sin β1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.77)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (4.78)

где выполнены условия (4.34).
Система (4.72)–(4.74) рассматривается на касательном расслоении (4.36) (n − 1)-мерной сферы

Sn−1{(α, β1, . . . , βn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}.
В частности, система (4.75)–(4.78) рассматривается на касательном расслоении (4.37) четырехмерной

сферы S4{(α, β1, β2, β3) ∈ R4 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π}.
Видно, что в системе (4.72)–(4.74) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего

порядка (4.72), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии,
n− 3 независимых систем второго порядка (4.73) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной βn−2) уравнение (4.74) на βn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (4.75)–(4.78) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (4.75), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (4.76), (4.77) (после замены независимой переменной), а также
(по причине цикличности переменной β3) уравнение (4.78) на β3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.72)–(4.74) достаточно указать два незави-
симых первых интеграла системы (4.72), по одному — для систем (4.73) (всего n− 3 штуки) и допол-
нительный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.74) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (4.75)–(4.78) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (4.75), по одному — для систем (4.76), (4.77) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.78) (т. е. всего пять).

Если вопрос о первых интегралах системы (4.5)–(4.13) (или (4.25)–(4.27)) решается с помощью след-
ствия 4.1, то аналогичный вопрос для системы (4.54)–(4.62) (или (4.72)–(4.74)) решает следующая тео-
рема 4.2.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (4.72) имеет следующий вид:

Θ′′
1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
n−1 + w2

n−2)− (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (4.79)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (4.72), используя
при этом первый интеграл (4.79). Для этого введем следующие обозначения и новые переменные:

τ = sinα, wn−1 = u2τ, wn−2 = u1τ, p =
1

τ2
. (4.80)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неоднородного
уравнения:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1−H1u2 − u2
2 − U2

1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
, (4.81)

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(1 + bH1)(1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2)},

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0. (4.82)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл в
явном виде. При этом общее решение уравнения (4.81) зависит от произвольной постоянной C2. Полные
выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного
однородного уравнения, полученного из (4.81), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)
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имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1)

∣∣∣∣∣
√
C2

1 − 4A2
1(1−A1u2)2 ± C1√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣∣∣∣∣
±A4

1/(1+A4
1)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (4.83)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (аналогичный
трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ′′
2(wn−1, wn−2;α) = G

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const, (4.84)

используя при этом обозначения и замены (4.80).
Итак, найдены два первых интеграла (4.79), (4.84) независимой системы третьего порядка (4.72).

Осталось указать по одному первому интегралу — для систем (4.73) (всего n − 3 штуки) и дополни-
тельный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.74).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.40), (4.41), а имен-
но:

Θ′
s+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (4.85)

Θ′
n(wn−3, wn−4;βn−4, βn−3, βn−2) =

= βn−2 ± arctg
Cn−1 cosβn−3√

C2
n−2 sin

2 βn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (4.86)

при этом в левую часть равенства (4.86) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы (4.85)
при s = n− 4, n− 3.

Теорема 4.2. n первых интегралов (4.79), (4.84), (4.85), (4.86) системы (4.72)–(4.74) являются
трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Теорема 4.3. n первых интегралов (4.79), (4.84), (4.85), (4.86) системы (4.72)–(4.74) эквивалентны
n первым интегралам (4.38), (4.39), (4.40), (4.41) системы (4.25)–(4.27).

Действительно, пары первых интегралов (4.79), (4.38), (4.85), (4.40) и (4.86), (4.41) совпадают. Оста-
лось формально отождествить фазовые переменные wk, k = 1, . . . , n − 1, для системы (4.72)–(4.74) с
фазовыми переменными wk, k = 1, . . . , n− 1, для системы (4.25)–(4.27). Аналогичные рассуждения, ка-
сающиеся пары первых интегралов (4.84), (4.39), не приводим ввиду громоздкости изложения (см. также
[10, 11, 12]).

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором они
объяснены выше.

1) Движение закрепленного на (обобщенном) сферическом шарнире многомерного физического ма-
ятника в потоке набегающей среды (неконсервативное поле сил при учете дополнительной зависимости
момента сил от тензора угловой скорости).

2) Движение многомерного свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со следящей силой
(при наличии неинтегрируемой связи и при учете дополнительной зависимости момента сил от тензора
угловой скорости).

3) Сложное движение многомерного твердого тела, вращающегося вокруг центра масс, движущегося
прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при учете дополнительной
зависимости момента сил от тензора угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [13; 14].
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ON A PENDULUM MOTION IN MULTI-DIMENSIONAL SPACE. PART 3.
DEPENDENCE OF FORCE FIELDS ON THE TENSOR OF ANGULAR

VELOCITY

In the proposed cycle of work, we study the equations of motion of dynamically symmetric fixed
n-dimensional rigid bodies–pendulums located in a nonconservative force fields. The form of these equa-
tions is taken from the dynamics of real fixed rigid bodies placed in a homogeneous flow of a medium.
In parallel, we study the problem of motion of a free n-dimensional rigid body also located in a similar
force fields. Herewith, this free rigid body is influenced by a nonconservative tracing force; under action
of this force, either the magnitude of the velocity of some characteristic point of the body remains con-
stant, which means that the system possesses a nonintegrable servo constraint. In this work, we study
that case when the force fields linearly depend on the tensor of angular velocity.

Key words: multi-dimensional rigid body, non-conservative force field, dynamical system, case of
integrability.
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