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О ЗАДАЧЕ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
IV ПОРЯДКА

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным условием для псевдогиперболи-
ческого уравнения четвертого порядка. Присутствующая в уравнении доминирующая смешанная
производная позволила интерпретировать поставленную задачу как аналог задачи Гурса. Получены
условия на коэффициенты уравнения и входные данные, гарантирующие существование единствен-
ного решения поставленной задачи.
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Введение
К настоящему времени краевые и нелокальные задачи для линейных уравнений в частных произ-

водных второго порядка достаточно хорошо изучены, многие постановки задач для них давно стали
классическими и вошли в учебники по математической физике. Однако многие процессы современного
естествознания при математическом моделировании приводят к уравнениям более высокого порядка.
Например, математическая модель стержня Рэлея [16], описывающая продольные колебания толстого
короткого стержня с учетом поперечного движения стержня, уравнение Кортевега - де Фриза [13], мо-
делирующее процесс распространения длинных волн на поверхности воды, уравнения, описывающие
нестационарные волны в стратифицированных и вращающихся жидкостях [5], уравнение Л. Бианки [1],
используемое при описании явлений фильтрации и ионно-звуковых волн в плазме [4]. При этом часто
оказывается, что одна и та же задача описывает одновременно несколько разных явлений. Примеры
явлений, математические модели которых основаны на уравнениях высокого порядка, приведены также
в монографии [10].

Особое место среди уравнений порядка выше второго занимают уравнения соболевского типа. На-
чало в исследовании таких уравнений положил С.Л. Соболев в своей работе [14]. Интересно отметить,
что для некоторых уравнений соболевского типа естественно ставить как начально-краевые задачи [12],
так и задачи типа Гурса [8]. Одним из первых, кого заинтересовали задачи типа задачи Гурса для
уравнений высокого порядка, был В.И. Жегалов [6]. В дальнейшем исследования продолжили его уче-
ники, отметим работу [7] и список литературы в ней. В этой связи отметим, что в литературе часто
такие уравнения называются уравнениями с доминирующей смешанной производной. Так же задачами
для таких уравнений активно занимается Замышляева А.А. с соавторами [9] и список литературы там.

В большинстве упомянутых работ рассмотрены задачи типа Гурса, в которых условия заданы на
части границы области. В последнее время для уравнений с доминирующей производной стали активно
изучаться также и нелокальные задачи. В работе [3] для доказательства разрешимости задачи для
уравнения четвертого порядка вводится понятие обобщенного решения и доказывается его существование
и единственность в выбранном пространстве.

В предлагаемой работе рассмотрена нелокальная задача с интегральным граничным условием для
модифицированного уравнения Буссинеска-Лява, моделирующего продольные колебания упругого стерж-
ня с учетом поперечной инерции и при внешнем воздействии. Для такого уравнения можно поставить
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как смешанную задачу, так и при условии что b(x, t) ̸= 0 задачу Гурса, что и было сделано в предла-
гаемой работе. Заметим, что для уравнения второго порядка задача с нелокальными условиями типа
Стеклова [15] была изучена в работе [2].

1. Постановка задачи

В ограниченной области QT = (0, l)× (0, T ), рассмотрим уравнение

utt − a(x, t)uxx − b(x, t)uxxtt + c(x, t)u = f(x, t), (1.1)

и поставим для него следующую задачу: найти решение уравнения (1.1), удовлетворяющее начальным
условиям

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (1.2)

и условиям
u(0, t) = 0, (1.3)

ux(0, t) =

∫ l

0

G(x)u(x, t)dx. (1.4)

Заметим, что второе из условий (1.4) является нелокальным.

2. Разрешимость задачи

Будем считать, что выполняются следующие условия:
H1. a(x, t) ∈ C(Q̄T ), b(x, t) ∈ C(Q̄T ), c(x, t) ∈ C(Q̄T );
H2. b(x, t) ̸= 0, ∀(x, t) ∈ QT ;
H3. f(x, t) ∈ C(Q̄T ), G(x) ∈ C([0, l]).
Из условий H1 и H3 следует, что a(x, t), b(x, t), c(x, t), f(x, t) ограничены в Q̄T , а G(x) на сегменте

[0, l]. Условие H2 позволяет записать уравнение (1.1) в виде

uxxtt = B(x, t)utt −A(x, t)uxx + C(x, t)u− F (x, t), (2.1)

где B(x, t) = 1
b(x,t) , A(x, t) = a(x,t)

b(x,t) , C(x, t) = a(x,t)
b(x,t) , F (x, t) = f(x,t)

b(x,t) .

Обозначим C̃(QT ) = {u : u ∈ C2(QT ), uxxtt ∈ C(QT )}.
Лемма. Если выполняются условия∫ l

0

G2(ξ)u(ξ, t)dξ <
3

l3
и l3 > 1,

задача (1.1)–(1.4) эквивалентна интегральному уравнению

u = x

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξdτ ′dτ. (2.2)

Доказательство. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)-(1.4), u ∈ C̃(QT ). Тогда очевидно, u(x, t) удо-
влетворяет уравнению (2.1). Действительно, интегрируя равенство (2.1) и учитывая (1.2) и (1.4), полу-
чим (2.2).

Пусть теперь u ∈ C̃(QT ) и удовлетворяет (2.2). Дифференцируя дважды по t и дважды по x, по-
лучим (2.1).

Покажем, что выполняются условия (1.2)–(1.4).
При t = 0 из (2.2) получаем однородное уравнение Фредгольма:

u(x, 0) =

∫ l

0

xG(ξ)u(ξ, 0)dξ. (2.3)

Ядро K(x, ξ) = xG(ξ) уравнения (2.3) вырожденное. Поэтому для отыскания его решения, замечая, что∫ l

0

xG(ξ)u(ξ, 0)dξ = C,

приходим к представлению
u = Cx.
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Очевидно, что постоянная C может быть найдена из равенства

C

∫ l

0

G(ξ)ξdξ = C,

что в силу условий леммы приводит к утверждению C = 0, следовательно, u(x, 0) = 0.
Продифференцировав (2.2) по t, а затем положив t = 0, имеем

ut(x, 0) =

∫ l

0

xG(ξ)ut(ξ, 0)dξ. (2.4)

Рассуждая аналогично, получаем, что (2.4) имеет только нулевое решение, откуда следует, что ut(x, 0) =
= 0.

Покажем, что выполняется граничное условие (1.4). Из (2.2) имеем

ux(x, t) =

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξdτ ′dτ,

при x = 0 получаем соотношение (1.4). Условие (1.3) очевидно.
Таким образом, выполняются начальные и граничные условия поставленной задачи (1.2)–(1.4).
Лемма доказана.
Обозначим

M = max{max
Q̄T

|A(x, t)|, max
Q̄T

|B(x, t)|, max
Q̄T

|C(x, t)|},

γ = max
[0,l]

|G(x)|, R = max
Q̄T

|F (x, t)|.

C2
p(QT ) — класс функций u(x, t), таких что u(x, t) имеет непрерывные производные до второго по-

рядка в QT и
max |u| 6 p, max |utt| 6 p, max |uxx| 6 p.

C2,4
p (QT ) — класс функций из C2

p(QT ), имеющих uxxtt непрерывные в QT .
Теорема. Если выполняется

2l2pγ + k(T 2l2 + l2 + T 2) < p;

l2γ + l2MT <
1

3
; l2γ + l2M <

1

3
; T 2M <

1

3
.

Тогда существует единственное решение задачи (1.1)-(1.4) в C2
p(QT ).

Доказательство. Зададим расстояние в C2(QT ) формулой

ρ(u, u) = max
Q̄T

|u− u|+max
Q̄T

|utt − utt|+max
Q̄T

|uxx − uxx|.

Введем оператор

U(u) = x

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξdτ ′dτ. (2.5)

Обозначим для удобства v(x, y) = U(u).
Пусть maxQ̄T

|u| 6 p, maxQ̄T
|uxx| 6 p, maxQ̄T

|utt| 6 p.
Из (2.2) легко следует, что

|v| 6 l2γp+ T 2l2k, (2.6)

где k = pM +R.
Замечая, что

vtt = x

∫ l

0

Guttdx+

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξ,

vxx =

∫ t

0

∫ τ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dτ ′dτ,

получим
|vtt| 6 l2γp+ l2k, (2.7)

|vxx| 6 T 2k. (2.8)

Из условий теоремы следует, что оператор U переводит замкнутый шар S(0, p) в себя.
Рассмотрим теперь

max
Q̄T

|v − v| = max
Q̄T

|x
∫ l

0

G(u− u)dx+
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+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

[B(utt − utt)−A(uxx − uxx) + C(u− u)]dξ′dξdτ ′dτ | 6

6 l2γmax
Q̄T

|u− u|+MT 2l2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.9)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L1ρ(u, u),

где L1 = l2γ +MT 2l2. Аналогично оценим следующую разность

max
Q̄T

|vtt − vtt| 6 l2γmax
Q̄T

|utt − utt|+Ml2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.10)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L2ρ(u, u),

где L2 = l2(γ +M). Таким же образом оценим следующую разность

max
Q̄T

|vxx − vxx| 6 MT 2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.11)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L3ρ(u, u),

где L3 = T 2M.
Тогда получим

ρ(u, u) 6 qmax
Q̄T

|u− u|+max
Q̄T

|utt − utt|+max
Q̄T

|uxx − uxx|,

где q = max{l2(γ +MT 2), l2(γ +M), T 2M}. Из условий теоремы следует, что q < 1. Это означает, что
оператор U сжимающий. Таким образом, выполнены условия принципа сжимающего отображения [11,
с. 44], из чего следует, что существует единственное решение интегрального уравнения (2.2). Как было
доказано в лемме, задача (1.1)–(1.4) эквивалентна интегральному уравнению (2.2). Из чего следует, что
существует единственное решение и задачи (1.1)–(1.4).
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ON A PROBLEM WITH NON-LOCAL CONDITIONS
FOR THE EQUATIONS OF THE IV ORDER

The article deals with a non-local problem with an integral condition for pseudohyperbolic fourth
order equation. The dominant mixed derivative which is presented in the equation allows to interpret
the problem as an analogue of the Gurs problem. The conditions for the coefficients of the equation
and the input data are obtained to ensure the existence of a single task’s decision.

Key words: non-local problem, Sobolev type equation, Goursat problem, equation with dominant
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