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УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
РИМАНА — ЛИУВИЛЛЯ

В работе получено два уравнения состояния вещества с использованием дробной производной
Римана — Лиувилля. Оба уравнения являются малопараметическими (без привлечения большого ко-
личества подгоночных параметров). В предложенном подходе основной задачей является определение
параметров уравнении из экспериментальных данных фазовых диаграмм исследуемых веществ.

Ключевые слова: уравнения состояния вещества, дробная производная Римана — Лиувилля,
фрактальная структура вещества.

Фрактальной структурой обладают многие твердые материалы. К ним относятся: полимеры, углерод-
ные наноматериалы и нанокомпозиты, пористые вещества (кремний, металлы, горные породы и др). В
настоящее время предложено значительное число классических и кванто-механических способов получе-
ния уравнений состояния сплошных сред (см. работы [1–4] и ссылки в них). Но для вывода уравнений
состояния веществ, интерпретируемых как системы с фрактальной геометрией, требуется привлечение,
наряду с методами статистической физики, новых математических методов и, в первую очередь, ап-
парата дробного исчисления [5–9].Следует отметить, что для твердых тел с фрактальной структурой
попытки установить уравнение состояния весьма немногочисленны [4–9]. Современные широкодиапазон-
ные уравнения состояния могут содержать десятки свободных параметров и экспериментально найден-
ных констант. В связи с этим, актуальной остается задача получения уравнения состояния вещества с
малым числом параметров.

В работе [6, c. 229] с использованием дробного интегродифференцирования получено уравнение со-
стояния хладона R134, содержащее всего лишь четыре параметра. В работе [7] предложен принципи-
ально новый класс уравнений состояния вещества для тел, интерпретируемых как физические системы
с фрактальной структурой (на примере хладона R134). В работе [8] математический аппарат дробного
интегродиффернцирования применен в термодинамике для расчета поверхностной энергии и адсорбции
Гиббса. Уравнение состояния твердых тел, содержащее в явном виде фрактальную размерность,получено
в работе [8] с применением теории Дебая. В работе [9] исследовано уравнение состояния для систем,
обладающих дробно-степенным спектром. Получено соотношение между энергией, давлением и объемом
для систем, обладающих дробно- степенным спектром. Рассмотрена дробно-дифференциальная модель
электрон-фононного взаимодействия. В настоящей работе оператор дробного интегродифференцирова-
ния в смысле Римана — Лиувилля применяется для построения уравнения состояния твердого тела с
фрактальной структурой (массовый фрактал).

Согласно определению, давление через свободную энергию можно выразить следующей формулой

p = −
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∂F

∂V

)
T

= − 1

V0

(
∂F

∂x

)
T

, (1)

где F — свободная энергия, V0 - объем, занимаемый одной частицей, x = V/V0 безразмерный объем.
В работе [8] было предложено использовать закон композиции дробных производных [4] для введения
термодинамической функции – поверхностной энергии. Используя аналогичный прием, для свободной
энергии запишем F

dF (x)

dx
= Dα

1xD
1−α
1x F (x), 0 < α < 1. (2)

Здесь Dα
1x — оператор дробного дифференцирования в смысле Римана — Лиувилля поряд-

ка α [5, c. 28]. В работе [8] аналогичный прием применяется для удельной поверхностной энергии. Из
(1) и (2) получим
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p =
1

V0
Dα

1xf(x), f(x) = D1−α
1x F (x). (3)

Далее предположим, что функция f(x), имеет следующий вид:

f(x) = c
(1− x)α

Γ(α+ 1)
F (α, 1, α+ 1, 1− x), (4)

где F (α, β, γ, z) — гипергеометрическая функция Гауса [5, c. 26],c – отличный от нуля параметр.
Учитывая, что f(1) = 0, в силу равенств

Dα
1xf(x) = ∂α1xf(x) +

f(1)

Γ(1− α)
(1− x)−α,

Dα
1xf(x) = ∂α1xf(x) = Dα−1

1x f ′(x),

где ∂α1x — производная Капуто [5, c. 11], получим
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В силу равенства [5, c. 17]
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F (α, β, γ, z) = (1− z)−β (7)

получим
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Из (6) и (8) имеем
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Используя замену t = 1− (1− x)ξ вычислим интеграл
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Подставляя (8) в (9) получим уравнение

p =
c

V0
x−α. (10)

При α = 1 дробная производная переходит в обычную производную первого порядка, а уравнение
состояния (9) переходит в уравнение состояния идельного газа pV = c ,где c = RT– константа, которая
характеризует тепловую энергию частиц. Таким образом, в настоящей работе получено уравнение состо-
яния вещества с использованием дробной производной Римана — Лиувилля. Уравнение состояния явля-
ется малопараметрическим, в него входит два параметра α и c,которые характеризуют соответственно
фрактальную размерность объекта и тепловую энергию частиц (без привлечения большого количества
подгоночных параметров). Уравнение предполагается использовать для прогнозирования термодинами-
ческих свойств веществ с фрактальной структурой.

Применяя подход описанный выше формулы (1)-(4) предположим, что функция f(x) представима
в виде ряда (разложение типа вириального):

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n, (11)

где an – коэффициенты, значения которых получаются при обработке экспериментальных значений фа-
зовых диаграмм методом наименьших квадратов.

Описание ударноволнового эксперимента и получение уравнения состояния вещества заключаются в
задании ”холодной кривой” аналитически с несколькими подгоночными параметрами. Для нахождения
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соответствующих коэффициентов привлекаются экспериментальные данные сжимаемости и ряд других
подгоночных параметров. В интерполяционных уравнениях состояния вещества верхний предел сумми-
рования ∞ заменяется на натуральное число N (в работе [3, c. 40] N = 7). Поступая аналогично, и

подставляя f(x) =
N∑
n=0

anx
n в (3), получаем уравнение состояния вещества

p =
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и выражение для свободной энергии
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n=0
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При N = 1 функция f(x) линейно зависит от x, и формулы (12) и (13) примут следующий вид:

p =
1

V0

[
a0

Γ(1− α)
x−α +

a1
Γ(2− α)

x1−α
]
, (14)

F =
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Γ(3− α)
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При α = 1 дробная производная переходит в обычную производную первого порядка, а уравнение
состояния (12) переходит в уравнение состояния идеального газа p = 1

V0
a1.

Если под x понимать безразмерную плотность, т.е. x = ρ
ρ0

, то уравнение (12) запишется в следующем
виде:
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]
, (15)

где MA – объем одного моля вещества, ρ0 – начальная плотность.
Аналогичным способом можно получить формулу для изотермического модуля объемного сжатия:
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При N = 1 получим
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. (16)

Рис. 1. Результаты расчета фазовой диаграммы железа (экспериментальные данные [2]). Кривая рассчитана
по формуле (8), где x – безразмерный объем вещества
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Таким образом, в настоящей работе получено два уравнения состояния вещества с использованием
дробной производной Римана — Лиувилля. Оба уравнения являются малопараметическими (без при-
влечения большого количества подгоночных параметров). В предложенном подходе основной задачей
является определение параметров уравнении из экспериментальных данных фазовых диаграмм иссле-
дуемых веществ. Первое уравнение зависит от двух параметров α и c, которые характеризуют соответ-
ственно фрактальную размерность объекта и тепловую энергию частиц. Во второе уравнение состояния
входят три параметра: α, a0, и a1. Для второго уравнения получено также выражение для свободной
энергии и модуля всестороннего сжатия. Уравнение предполагается использовать для прогнозирования
термодинамических свойств веществ с фрактальной структурой.
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M.O. Mamchuev2

EQUATIONS OF STATE OF A SOLID BODY WITH A REDUCED
DERIVATIVE RIEMANN — LIOUVILLE

Two equations of state of a solid with the use of the fractional Riemann — Liouville derivative are
obtained. Both equations are low-parametric (without involving a large number of adjustable parameters).
In the proposed approach, the main task is to determine the parameters of the equation from the
experimental data of the phase diagrams of the investigated substances.

Key words: equation of state of matter, fractional derivative of Riemann — Liouville, fractal structure
of matter.
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