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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В статье рассмотрена характеристическая задача для уравнения гиперболического типа третье-
го порядка с некратными характеристиками, постановка которой является корректной по Адамару.
В явном виде приведено регулярное решение поставленной характеристической задачи для гипербо-
лического уравнения третьего порядка с некратными характеристиками. Для одной системы диф-
ференциальных уравнений гиперболического типа третьего порядка исследуется корректность по
Адамару постановки характеристической задачи. Получено регулярное решение характеристической
задачи для одной системы дифференциальных уравнений гиперболического типа третьего порядка.
В результате исследований сформулирована теорема о корректности по Адамару постановки ха-
рактеристической задачи для одной системы дифференциальных уравнений гиперболического типа
третьего порядка.
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рактеристическая задача, система гиперболических дифференциальных уравнений третьего порядка,
корректность по Адамару.

Введение

Исследование корректности постановки начально-краевых задач является одной из актуальных про-
блем в теории дифференциальных уравнений в частных производных.

Исследованию корректности постановки начально-краевых задач для гиперболических уравнений и
систем уравнений гиперболического типа с двумя независимыми переменными порядка выше второго
посвящены работы многих как отечественных так и зарубежных ученых [1–3].

С точки зрения постановки граничных задач наиболее хорошо изучены дифференциальные уравне-
ния с частными производными классических типов и непосредственные их обобщения.

Известно [1], что классическая задача Гурса для уравнения гиперболического типа второго порядка
с двумя независимыми переменными с граничными условиями на двух характеристиках из различных
семейств всегда является корректной по Адамару.

В монографии Бицадзе А.В. [4] приводятся примеры, показывающие, что для системы второго по-
рядка с некратными характеристиками, задача Гурса является некорректной по Адамару [5].

В статье [6] рассмотрен пример, иллюстрирующий некорректность классической постановки задачи
Гурса в плоскости независимых переменных x, y для уравнений гиперболического типа третьего порядка.

В работах [6; 7] приведено исследование корректности по Адамару характеристических задач для
гиперболического уравнения третьего порядка с некратными характеристиками.

В настоящей работе сформулированы и исследованы характеристические задачи для гиперболическо-
го уравнения третьего порядка и системы дифференциальных уравнений гиперболического типа третьего
порядка в плоскости независимых переменных {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R}.
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1. Предварительные сведения
Пусть x ∈ Ic, Ic = [a, b], c = a+b

2 . Отрезок Ic имеет центральную симметрию: ∀x ∈ Ic, 2c− x ∈ Ic. Для
любой функции f(x) справедливо

fc, od(x) =
f(x)− f(2c− x)

2
, fc, ev(x) =

f(x) + f(2c− x)

2
, f(x) = fc, od(x) + fc, ev(x).

При c = 0 будем обозначать fod(x), fev(x) нечетную и четную части функции f(x) соответственно.
В плоскости независимых переменных D = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R} рассмотрим дифференциальное

уравнение третьего порядка
uxxy − uxyy = 0. (1.1)

Известно [6], что прямые x = C1, y = C2, x+ y = C3, Ci = const,
Ci ∈ R, i = 1, 2, 3 являются характеристиками этого уравнения (1.1). Уравнение (1.1) является строго
гиперболическим по Петровскому [8].

Без ограничений общности можно считать, что общее решение уравнения (1.1) имеет вид

u(x, y) = f1(x) + f2(y) + f3(x+ y).

Рассмотрим следующую характеристическую задачу.
Задача G1. Найти регулярное решение u (x, y) ∈ C3(R×R) уравнения (1.1) в плоскости D, удовле-

творяющее условиям
u (x, 0) = α(x),
u (0, y) = β(y),
u (x, −x) = γ(x),

(1.2)

где α(x), β(y), γ(x) ∈ C3(R).
Регулярным в плоскости D решением [6, 7] задачи G1 (1.2) уравнения (1.1) будем называть функ-

цию u (x, y) ∈ C3(R×R), имеющую в плоскости D все непрерывные частные производные, входящие в
уравнение (1.1) и удовлетворяющую уравнению (1.1) и условиям задачи G1 (1.2) в обычном смысле.

Теорема 1. Если γod(x) = αod(x)−βod(x), где x ∈ R, αod(x), βod(x), γod(x) — нечетные части функций
α(x), β(x), γ(x) соответственно, то задача G1 (1.2) для уравнения (1.1) корректна по Адамару.

Существование корректного по Адамару решения характеристической задачи G1 в плоскости D для
уравнения (1.1) докажем конструктивно.

Функции f1, f2 и f3 такие, что удовлетворяют граничным условиям задачи (1.2). Учитывая при этом
условия согласования f1(0) + f2(0) = α(0)− f3(0), получим

f1(x) = α(x)− f3(x)− f2(0),
f2(y) = β(y)− f3(y)− f1(o),
f3(x) + f3(−x) = α(x) + β(−x)− γ(x)− α(0) + 2f3(0).

(1.3)

Тогда
f3(−x) + f3(x) = α(−x) + β(x)− γ(−x)− α(0) + 2f3(0), x ∈ R. (1.4)

Из (1.3) и (1.4) получим, что

γod(x) = αod(x)− βod(x),
f3(x) =

1
2 [αev(x) + βev(x)− γev(x)− α(0) + 2f3(0)] .

Тогда функция u(x, y) имеет следующий вид

u(x, y) = α(x) + β(y)− 1
2α(0) +

1
2 [αev(x+ y)− αev(x)− αev(y)]+

+ 1
2 [βev(x+ y)− βev(x)− βev(y)]−
−1

2 [γev(x+ y)− γev(x)− γev(y)] .
(1.5)

Формула (1.5) есть искомая функция, записанная в явном виде и являющаяся регулярным решением
характеристической задачи G1.

2. Постановка задачи
В плоскости независимых переменных x ∈ R, y ∈ R рассмотрим одну систему гиперболических урав-

нений третьего порядка
Uxxy − LUxyy = 0, (2.1)

где U(x, y) = (u1(x, y), u2(x, y))⊤ — двумерная вектор-функция, L –постоянная матрица второго порядка
с различными действительными собственными значениями λ1, λ2.
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Существует квадратная матрица второго порядка [9]

T =

(
t11 t12
t21 t22

)
такая, что T−1LT = ΛL, где

ΛL =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Указанная система (2.1) имеет две кратные x = 0, y = 0 характеристики и две различные y+λ1x =
= 0, y + λ2x = 0.

Задача G2. Найти решение U (x, y) ∈ C3(R × R) системы уравнений (2.1), удовлетворяющее усло-
виям:

U (x, 0) = Tα(x), U (0, y) = Tβ(y),
U (x, −λix) = Tγ(x),

где α(x) = (α1(x), α2(x))⊤, β(y) = (β1(y), β2(y))⊤, γ(x) = (γ1(x), γ2(x))⊤,
αi(x), βi(y), γi(x) ∈ C3(R), i = 1, 2.

Теорема 1. Если γ1od(x) = α1
od(x) − β1

od(λ1x), γ
2
od(x) = α2

od(x) − β2
od(λ2x), то задача G2 корректна по

Адамару.
Докажем существование корректного по Адамару решения характеристической задачи G2 в плоско-

сти D для системы гиперболических уравнений (2.1) конструктивным путем.
Система (2.1) эквивалентна следующей системе:

Vxxy − ΛLVxyy = 0; (2.2){
v1xxy − λ1v

1
xyy = 0,

v2xxx − λ2v
2
xyy = 0.

Таким образом, исходная матричное уравнение (2.1) эквивалентно системе (2.2) двух дифференци-
альных уравнений, каждое из которых имеет некратные характеристики. Применяя приведенные выше
исследования, решение характеристической задачи G2 для каждого уравнения системы (2.2) может быть
получено в регулярном виде.

Вектор-функция V (x, y) = (v1(x, y), v2(x, y))⊤ есть решение системы (2.2), где

v1(x, y) = α1(x) + β1(y)− 1
2α

1(0) + 1
2

[
α1
ev(

1
λ1
y + x)− α1

ev(
1
λ1
x)− α1

ev(
1
λ1
y)
]
+

+1
2

[
β1
ev(y + λ1x)− β1

ev(x)− β1
ev(y)

]
− 1

2

[
γ1ev(

1
λ1
y + x)− γ1ev(

1
λ1
x)− γ1ev(

1
λ1
y)
]
,

v2(x, y) = α2(x) + β2(y)− 1
2α

2(0) + 1
2

[
α2
ev(

1
λ2
y + x)− α2

ev(
1
λ2
x)− α2

ev(
1
λ2
y)
]
+

+1
2

[
β2
ev(y + λ2x)− β2

ev(x)− β2
ev(y)

]
− 1

2

[
γ2ev(

1
λ2
y + x)− γ2ev(

1
λ2
x)− γ2ev(

1
λ2
y)
]
.

Решение характеристической задачи G2 для системы (2.2) ищем в виде решения матричного урав-
нения U = TV : {

u1(x, y) = t11v
1 + t12v

2,
u2(x, y) = t21v

1 + t22v
2.

Полученная вектор-функция U(x, y) = (u1(x, y), u2(x, y))⊤ является решением характеристической за-
дачи G2.
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Ju.O. Yakovleva2

CHARACTERISTIC PROBLEM FOR THE ONE SYSTEM
OF HYPERBOLIC DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE THIRD ORDER

In the paper the well-posed characteristic problem is considered for the hyperbolic differential equation
of the third order with nonmultiple characteristics. The regular solution of the characteristic problem for
the hyperbolic differential equation of the third order with the nonmultiple characteristics is constructed
in an explicit form. The well-posed characteristic problem is considered for one system of hyperbolic
differential equations of the third order. The regular solution of the characteristic problem for the
one system of hyperbolic differential equations of the third order is constructed. The theorem for the
Hadamard’s well-posedness characteristic problem for the one system of hyperbolic differential equations
is considered as the result of the research.

Key words: hyperbolic equation of the third order, nonmultiple characteristics, characteristic problem,
system of hyperbolic differential equations of the third order, Hadamard’s well-posedness.
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