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Т.А. Срибная1

ТЕОРЕМА БРУКСА-ДЖЕВЕТТА О РАВНОМЕРНОЙ
ИСЧЕРПЫВАЕМОСТИ НА НЕ-СИГМА-ПОЛНОМ КЛАССЕ МНОЖЕСТВ

Для последовательности исчерпывающих композиционно-треугольных функций множества, задан-
ных на не-сигма-полном классе множеств, более общем, чем кольцо множеств, доказана теорема
Брукса-Джеветта о равномерной исчерпываемости. В качестве следствия получен аналог теоремы
Брукса-Джеветта для функций, заданных на сигма-суммируемом классе множеств. Показано, что
если кроме свойства композиционной треугольности функции множества обладают свойством ком-
позиционной полуаддитивности и являются непрерывными сверху в нуле, то для них справедлив
аналог теоремы Никодима о равностепенной слабой непрерывности. Получены соответствующие ре-
зультаты для семейства квазилипшицевых функций множества.

Ключевые слова: композиционно-треугольные функции множества, композиционно-полуадди-
тивные функции множества, не-сигма-полный класс множеств, мультипликативный класс множеств,
исчерпываемость, непрерывность сверху в нуле, равномерная исчерпываемость, равностепенная сла-
бая непрерывность.

Введение
Теорема Брукса-Джеветта, являющаяся аддитивной версией теоремы Никодима о равностепенной сла-

бой непрерывности ([1], теорема IV.10.6), утверждает, что, если {φn} — последовательность аддитивных
банаховозначных функций, определенных на σ- алгебре Σ, причем для каждого множества E ∈ Σ суще-
ствует lim

n→∞
φn(E) = φ0(E) и функции множества φn, n = 0, 1, 2... , исчерпывающие на Σ, то функции

множества последовательности {φn}, n = 0, 1, 2..., равномерно исчерпывающие на Σ [2].
В работах [3; 4] теорема Брукса-Джеветта доказана для неаддитивных функций, заданных на σ-

кольце множеств ([3],теорема 1) и на σ- суммируемом классе множеств ([4],теорема 5.1.1).
В работах [5–8] теоремы Брукса-Джеветта и Никодима распространены на случай аддитивных функ-

ций, заданных на не σ- полном классе множеств. При этом наиболее общим из не σ- полных классов
множеств, рассматриваемых в [5–8], является кольцо с f1- свойством.

В данной статье теорема Брукса-Джеветта доказана для семейства композиционно-треугольных функ-
ций, область определения которых является не σ- полным классом множеств, более общим, чем кольцо
с f1- свойством. В качестве следствия получено обобщение теоремы Никодима о равностепенной слабой
непрерывности семейства неаддитивных функций множества, заданных на не σ- полном классе мно-
жеств.

1. Обозначения и основные определения. Примеры
Пусть T — некоторое множество, Σ- класс подмножеств множества T, ∅ ∈ Σ. Пусть G — абелева

группа, | · | — функция на G, обладающая свойствами полунормы: 0 6 |x| < +∞, |θ| = 0, | − x| = |x|,
|x+ y| 6 |x|+ |y|, x, y ∈ G.

Всюду в дальнейшем Φ = {φ} — некоторое семейство функций множества, φ : Σ → (G, |·|), φ(∅) = θ.
Для любой функции φ ∈ Φ положим

φ(E) = sup{|φ(F )|, F ⊂ E,F ∈ Σ}, E ⊂ T.

Последовательность попарно непересекающихся множеств называют спектром, убывающую последо-
вательность множеств с пустым пересечением называют локализатором.
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Говорят, что функция множества φ ∈ Φ
— исчерпывающая на Σ, если для любого спектра {En} ⊂ Σ справедливо

lim
n→∞

φ(En) = θ, (1.1)

— непрерывна сверху в нуле на Σ, если для любого локализатора {En} ⊂ Σ выполнено соотношение
(1.1).

Говорят, что функции множества семейства Φ = {φα} обладают свойством равномерной исчерпыва-
емости на Σ, если для любого спектра {En} ⊂ Σ соотношение

lim
n→∞

φα(En) = θ (1.2)

выполняется равномерно относительно φα ∈ Φ.
Говорят, что функции множества семейства Φ = {φα} обладают свойством равностепенной слабой

непрерывности на Σ, если для любого локализатора {En} ⊂ Σ соотношение (1.2) выполняется равно-
мерно относительно φα ∈ Φ.

Пусть F = {f}, f : R+ → R+, f(0) = 0, — класс непрерывных, строго возрастающих функций,
удовлетворяющих условию f(x) > x, x ∈ R+.

Если φ ∈ Φ, f ∈ F , то всюду в дальнейшем будем писать fφ(E) вместо f(|φ(E)|), E ∈ Σ.
Определение 1. Функцию множества φ ∈ Φ называют квазилипшицевой, если существует такое

число N > 1, что для любых непересекающихся множеств A,B ∈ Σ, с условием A∪B ∈ Σ, выполняется
неравенство |φ(A ∪B)− φ(A)| 6 N |φ(B)|.

Примеры квазилипшицевых функций множества приведены в работе [9].
Определение 2. Будем говорить, что функции множества семейства Φ = {φ} f - композиционно-тре-

угольные (или, просто, композиционно-треугольные), если существует функция f ∈ F такая, что для
любой функции φ ∈ Φ и для любых непересекающихся множеств A,B ∈ Σ, с условием A ∪ B ∈ Σ,
справедливо

|φ(A)| 6 fφ(A ∪B) + fφ(B).

Будем говорить, что функции множества семейства Φ = {φ} f - композиционно-полуаддитивные (или,
просто, композиционно-полуаддитивные), если существует функция f ∈ F такая, что для любой функ-
ции φ ∈ Φ и для любых непересекающихся множеств A,B ∈ Σ, с условием A ∪B ∈ Σ, справедливо

|φ(A ∪B)| 6 fφ(A) + fφ(B).

Пример 1. Если функции множества семейства Φ = {φ} квазилипшицевые, то они f - композиционно-
треугольные и f - композиционно-полуаддитивные.

Пример 2. Пусть Φ = {φ} — семейство аддитивных функций множества. Для любого множества
E ∈ Σ положим

µ(E) = 2|φ(E)|2 + 3|φ(E)|3.
Тогда функции множества семейства M = {µ}, µ : Σ → R и функция f ∈ F , f(x) = 4x, удовлетворяют
условиям определения 2.

2. Классы множеств с f1- свойством
Говорят, что класс множеств Σ обладает f1- свойством, если для любых спектров {En} и {Fn} из

Σ, таких что En∩Fk = ∅ при всех n, k ∈ N, существует такое бесконечное подмножество P ⊂ N и такое
множество F ∈ Σ, что Fk ⊂ F при всех k ∈ P, F ∩ En = F ∩ Fk = ∅ при n ∈ N и k ∈ N \ P [7].

Из этого определения следует, что σ- алгебра множеств обладает f1- свойством. В работе [10] при-
веден пример алгебры, обладающей f1- свойством, но не являющейся сигма-полной. В частности, там
показано, что если 2N — класс всевозможных подмножеств множества N; △ — идеал, образованный
всевозможными конечными подмножествами множества N, то алгебра открыто-замкнутых множеств ре-
ализующего стоуновского компакта булевой алгебры Â = 2N/△ является не-сигма-полной алгеброй мно-
жеств, обладающей f1- свойством.

Пусть Σ — непустой класс множеств, замкнутый относительно образования разности множеств. Тогда
Σ будет замкнут относительно образования пересечения конечного числа множеств. В связи с этим такой
класс множеств называют мультипликативным классом множеств, или, кратко, m- классом.

Пример 3. Пусть E — некоторое бесконечное множество, F — счетное подмножество множества E.
Рассмотрим класс множеств P, состоящий из пустого множества и всех конечных и счетных подмно-
жеств множества F, за исключением самого множества F. Тогда класс множеств P замкнут относи-
тельно образования разности, обладает f1- свойством, но не является кольцом множеств и, тем более,
сигма-полным классом множеств.
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В дальнейшем потребуется следующее предложение, доказанное в работе [11].
Предложение 1. Если Σ — m- класс с f1- свойством, φn : Σ → (G, |·|), n ∈ N, — последовательность

исчерпывающих функций множества на Σ, то для любого спектра {En} ⊂ Σ и для любого числа ε > 0
существуют подспектр {Eni} и множество E ∈ Σ, для которых

Eni ⊂ E,

φni
(E \ (En1 ∪ ... ∪ Eni)) < ε, i ∈ N.

3. Теорема Брукса-Джеветта для композиционно-треугольных
функций множества на m- классе с f1- свойством

Теорема 1. Пусть Σ — m- класс с f1- свойством. Пусть {φn}, φn : Σ → (G, | · |), n ∈ N, — по-
следовательность f - композиционно-треугольных исчерпывающих на Σ функций множества. Пусть для
каждого множества E ∈ Σ существует

lim
n→∞

φ(En) = φ0(E), (3.1)

и функция множества φ0 — исчерпывающая на Σ. Тогда функции множества последовательности {φn}
обладают свойством равномерной исчерпываемости на Σ. Доказательство. Предположим противное. То-
гда существуют число ε > 0 и спектр {En} ⊂ Σ, такие что

|φn(En)| > ε, n ∈ N. (3.2)

Пусть δ1 = f−1( ε2 ), δ2 = f−1( δ12 ).
Так как функция f ∈ F строго возрастает и f(x) > x, x ∈ R+, то δ2 < δ1.
10. Покажем, что существует такое бесконечное множество P ⊂ N и такое множество F ∈ Σ, что

En ⊂ F, n ∈ P

и
φ0(F ) < δ2. (3.3)

Рассмотрим разбиение множества натуральных чисел на счетное множество бесконечных подмно-
жеств {Ni, i = 1, 2, ...}. . Согласно определению f1-свойства, для спектров {E′

n, n ∈ N} = {En, n ∈ N\N1}
и {F ′

n, n ∈ N} = {En, n ∈ N1} найдем такое бесконечное подмножество P ′ ⊂ N1 и такое множество
F ′ ∈ Σ, что En ⊂ F ′ при всех n ∈ P ′, F ′ ∩ En = ∅ при n ∈ N \N1.

Положим P1 = P ′, F1 = F ′.
Аналогично, применив определение f1- свойства к спектрам {E′′

n, n ∈ N} = {F1, En, n ∈ N\(N1∪N2)}
и {F ′′

n , n ∈ N} = {En, n ∈ N2}, найдем такое бесконечное подмножество P2 ⊂ N2 и такое множество
F2 ∈ Σ, что En ⊂ F2 при всех n ∈ P2, F2 ∩ F1 = F2 ∩ En = ∅ при n ∈ N \ (N1 ∪N2).

Продолжив процесс по индукции, получим последовательность попарно непересекающихся подмно-
жеств множества натуральных чисел {Pi} и спектр {Fi} ⊂ Σ, для которых справедливо

En ⊂ Fi, n ∈ Pi, i ∈ N. (3.4)

Для спектра {Fn} ⊂ Σ справедливо соотношение

lim
n→∞

φ0(Fn) = 0. (3.5)

Действительно, в противном случае существуют число δ > 0 и подспектр {Fnk
} спектра {Fn}, для

которых
|φ0(Fnk

)| > δ,

что противоречит исчерпываемости функции множества φ0 на Σ.
Из соотношения (3.5) следует, что существует номер n0 ∈ N такой, что

φ0(Fn0) < δ2.

Из условия (3.4) следует, что En ⊂ Fn0 при n ∈ Pn0 .
Множества P = Pn0 и F = Fn0 — искомые.
20. Покажем, что существует подпоследовательность номеров {nk} ⊂ P такая, что∣∣∣∣∣φnk

(∪
i∈I

Eni

)∣∣∣∣∣ < δ1,

I ⊂ {1, 2, ..., k − 1}, k = 2, 3, ....
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Пусть n1 = minP. Так как
lim

n→∞
φn(En1) = φ0(En1),

то, в силу (3.3) и неравенства δ2 < δ1, существует такой номер n2 ∈ P, n2 > n1, что

|φn2(En1)| < δ1.

Аналогично, учитывая (3.1) и (3.3), найдем такой номер n3 ∈ P, n3 > n2, что

|φn3(En1)| < δ1, |φn3(En2)| < δ1,

|φn3(En1 ∪ En2)| < δ1.

Продолжив процесс по индукции, получим искомую подпоследовательность номеров {nk} ⊂ P.
30. Без ограничения общности можно считать, что∣∣∣∣∣φk

(∪
i∈I

Ei

)∣∣∣∣∣ < δ1 (3.6)

I ⊂ {1, 2, ..., k − 1}, k = 2, 3, ...,

En ⊂ F, n ∈ N.
40. Используя свойство композиционной треугольности функций множества последовательности {φn}

покажем, что ∣∣∣∣∣φk

((∪
i∈I

Ei

)
∪ Ek

)∣∣∣∣∣ > δ1, (3.7)

I ⊂ {1, 2, ..., k − 1}, k = 2, 3, ....

Предположим, что ∣∣∣∣∣φk

((∪
i∈I

Ei

)
∪ Ek

)∣∣∣∣∣ < δ1,

I ⊂ {1, 2, ..., k − 1}, k = 2, 3, ....

Тогда, в силу неравенства

|φk(Ek)| < fφk

((∪
i∈I

Ei

)
∪ Ek

)
+ fφk

(∪
i∈I

Ei

)
,

I ⊂ {1, 2, ..., k − 1}, k = 2, 3, ...,

и условия (3.6), имеем
|φk(Ek)| < ε,

что противоречит (3.2).
50. К спектру {En} ⊂ Σ и числу δ2 > 0 применим предложение 1 пункта 2. Пусть {Eni} — подспектр

{En} и множество E ∈ Σ, E ⊂ F такие, что

φni
(E \ (En1 ∪ ... ∪ Eni)) < δ2, i ∈ N, (3.8)

Eni ⊂ E, i ∈ N.
Из (3.7) следует, что

|φni (En1 ∪ ... ∪ Eni) | > δ1, i = 2, 3, ....

Отсюда и из (3.8), в силу выбора числа δ2 > 0, следует

|φni(E)| > δ2, i = 2, 3, ....

С другой стороны, в силу (3.1) и (3.3), существует номер i0 такой, что для всех i > i0

|φni(E)| < δ2.

Получили противоречие.
Покажем, что теорема 1 не верна для последовательности функций множества, заданной на m- клас-

се, не обладающим f1- свойством.
Пример 4. Пусть Σ — класс множеств, состоящий из пустого множества, всех конечных подмно-

жеств множества натуральных чисел N и всех тех подмножеств множества N, которые имеют непустое
конечное дополнение. Класс множеств Σ является m- классом, но не обладает f1- свойством.
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Пусть x ∈ (G, |·|) — некоторый ненулевой элемент группы G. Зададим функции множества φn, n ∈ N,
формулами

φn(E) =

{
x, n ∈ E,
θ, n /∈ E

,

для любого множества E ∈ Σ.
Функции множества φn, n ∈ N, являются аддитивными и исчерпывающими на Σ. Для любого мно-

жества E ∈ Σ

lim
n→∞

φn(E) = φ0(E) =

{
θ, если E − конечно,
x, если N \ E − конечно.

При этом функция множества φ0 исчерпывающая на Σ.
В то же время для спектра одноэлементных множеств En = {n}

lim
n→∞

φn(En) = x.

Следовательно, функции множества последовательности {φn} не являются равномерно исчерпываю-
щими на Σ.

Покажем, что теорема 1 остается справедливой в случае, когда Σ — сигма-суммируемый класс мно-
жеств.

Непустой класс множеств Σ, ∅ ∈ Σ, замкнутый относительно образования счетных объединений
попарно непересекающихся множеств, называют сигма-суммируемым классом множеств [4].

Следствие 1. Пусть Σ — сигма-суммируемый класс множеств. Пусть функции множества последо-
вательности {φn}, φn : Σ → (G, | · |) удовлетворяют условиям теоремы 1. Тогда функции множества
последовательности {φn} равномерно исчерпывающие на Σ.

Доказательство. Пусть {Ek} — произвольный спектр из Σ. Тогда все множества вида∪
k∈I

Ek, I ⊂ N,

принадлежат Σ.
Рассмотрим класс множеств A, состоящий из пустого множества и всех множеств вида

∪
k∈I

Ek, I ⊂ N.

Такой класс множеств является σ- алгеброй.
Так как сужения функций множества φn, n ∈ N, на σ- алгебру A удовлетворяют условиям теоремы 1,

то соотношение
lim
k→∞

φn(Ek) = θ

выполняется равномерно относительно n ∈ N.

4. Обобщение теоремы Никодима
Теорема 2. Пусть Σ — m- класс с f1- свойством. Пусть {φn}, φn : Σ → (G, | · |), n ∈ N, — последо-

вательность f - композиционно-треугольных и f - композиционно-полуаддитивных функций множества.
Пусть для каждого множества E ∈ Σ существует

lim
n→∞

φn(E) = φ0(E)

и функции множества φ0, φn, n ∈ N, — исчерпывающие на Σ. Если каждая функция множества φn,
n ∈ N, непрерывна сверху в нуле на Σ, то функции множества последовательности {φn} обладают
свойством равностепенной слабой непрерывности на Σ.

Доказательство. В силу теоремы 1, функции множества последовательности {φn} обладают свой-
ством равномерной исчерпываемости на Σ.

Предположим, что функции множества последовательности {φn} не являются равностепенно слабо
непрерывными на Σ. Тогда существуют число ε > 0 и локализатор {En} ⊂ Σ такие, что

|φn(En)| > ε, n ∈ N. (4.1)

Пусть δ = f−1( ε2 ). По определению непрерывности сверху в нуле на Σ функции множества φ1 найдем
номер n1 такой, что

|φ1(En1)| < δ. (4.2)
Так как

E1 = (E1 \ En1) ∪ En1 ,

то из (4.1) и (4.2) следует, что
|φ1(E1 \ En1)| > δ.
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По определению непрерывности сверху в нуле Σ функции множества φn1 найдем номер n2 > n1

такой, что
|φn1(En2)| < δ.

Так как
En1 = (En1 \ En2) ∪ En2 ,

то
|φn1(En1 \ En2)| > δ.

Продолжив процесс неограниченно, построим подпоследовательность номеров nk < nk+1, и спектр
{Enk

\ Enk+1
} такие, что

|φnk
(Enk

\ Enk+1
)| > δ.

Полученное противоречие доказывает теорему.
Из примера 1и теорем 1, 2 вытекает справедливость следствия 2.
Следствие 2. Пусть Σ — m- класс с f1- свойством. Пусть {φn}, φn : Σ → (G, | · |), n ∈ N, — после-

довательность квазилипшицевых функций множества. Пусть для любого множества E ∈ Σ существует

lim
n→∞

φn(E) = φ0(E).

Если функции множества φ0, φn, n ∈ N, — исчерпывающие на Σ, то функции множества последо-
вательности {φn} равномерно исчерпывающие на Σ.

Если, кроме этого, функции множества φn, n ∈ N, — непрерывнны сверху в нуле на Σ, то функции
множества последовательности φn равностепенно слабо непрерывные на Σ.
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T.A. Sribnaya2

THE BROOKS-JEVETT THEOREM ON UNIFORM DIMENTRICULARITY
ON A NON-SIGMA-FULL CLASS OF SETS

For a sequence of exhaustive composition-triangular set functions defined on a non-sigma-complete
class of sets, more general than the ring of sets, the Brooks-Jewett theorem on uniform exhaustibility is
proved. As a corollary, we have obtained analogue of the Brooks-Jewett theorem for functions defined on a
sigma-summable class of sets. It is shown that if, in addition to the property compositional triangularity,
the set functions have the composite semi-additivity property and are continuous from above at zero, then
an analog of Nikodym’s theorem on equicontinuous weak continuity is valid for them. The corresponding
results are obtained for a family of quasi-Lipschitz set functions.

Key words: composition-triangular set functions, composition-semi-additive set functions, non-sigma-
complete class of sets, multiplicative class of sets, exhaustibility, continuity from above at zero, uniform
exhaustibility, equicontinuous weak continuity.
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