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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА НЕЛОКАЛЬНЫХ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ

В статье исследуется вопрос о разрешимости краевых задач для интегро-дифференциальных урав-
нений. Одной из особенностей изучаемых уравнений является возможность вырождения при обраще-
нии в нуль некоторых из его коэффициентов. Другая особенность изучаемых уравнений заключается
в том, что они являются нелокальными, что влечет за собой существенные изменения в постановке
задач. В частности, нелокальный характер уравнений приводит и к нелокальным условиям. В работе
найдены достаточные условия, обеспечивающие корректность четырех поставленных задач.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, краевые задачи, вырождение, нело-
кальные условия, существование и единственность решений.

Пусть Ω есть ограниченная область из пространства Rn с гладкой (для простоты — бесконечно-диф-
ференцируемой) границей Γ, Q есть цилиндр Ω× (0, T ), 0 < T < +∞, S = Γ× (0, T ) — боковая граница
Q, f(x, t), ai(x, t), bi(x, t), i = 0, 1 — заданные функции, определенные в Q. Далее, пусть Li(t; v), i = 0, 1,
есть операторы, действие которых на заданной функции v(x, t) определяется равенствами

Li(t; v) =

∫
Ω

bi(x, t)v(x, t) dx.

Целью работы является исследование разрешимости краевых задач для интегро-дифференциальных
уравнений

∆u+ a0(x, t)L0(t;u) + a1(x, t)
∂

∂t
(L1(t;u)) = f(x, t). (1)

Особенностями изучаемых уравнений является, во-первых, то, что они являются нелокальными, или
нагруженными [1,2], во-вторых же — то, что в этих уравнениях допускается вырождение (вырожде-
ние имеет место, если функции a1(x, t) и b1(x, t) каким-либо образом обращаются в нуль; более точно
характер вырождения будет описан ниже).

Как и для обычных параболических уравнений с меняющимся по переменной t направлением эво-
люции, вырождение в уравнениях (1) повлечет за собой видоизмененную постановку краевых задач: в
некоторых случаях будут задаваться условие при t = 0, в других — при t = T , в третьих — и при
t = 0, и при t = T , наконец, возможна будет и ситуация, в которой при t = 0 и при t = T условий не
будет вообще (подобные ситуации для параболических уравнений см., например, в работах [3–5]).

И еще одно замечание. Нелокальный характер уравнений (1) приведет и к нелокальному характеру
условий при t = 0 и (или) при t = T (точный вид этих условий будет представлен ниже).

Перейдем к содержательной части работы.
Обозначим через H0 и HT ортогональные дополнения в пространстве L2(Ω) к функциям b1(x, 0) и

b1(x, T ) соответственно.
Рассмотрим следующие краевые задачи:
Краевая задача I: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения (1) и

такую, что для нее выполняется граничное условие

u(x, t)|S = 0, (2)

и при этом функция u(x, 0) принадлежит множеству H0.
Краевая задача II: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения (1) и

такую, что для нее выполняется условие (2), и при этом функция u(x, T ) принадлежит множеству
HT .
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Краевая задача III: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения (1) и
такую, что для нее выполняется условие (2), и при этом функция u(x, 0) принадлежит множеству
H0, функция u(x, T ) принадлежит множеству HT .

Краевая задача IV: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения (1) и
такую, что для нее выполняется условие (2).

Всюду ниже под решением уравнения (1) будем подразумевать функцию u(x, t), принадлежащую
пространству L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)) и такую, что L0(t;u) принадлежит пространству L∞([0, T ]), L1(t;u) при-
надлежит пространству W 1

∞([0, T ]).
Целью настоящей работы является определение достаточных условий, обеспечивающих корректность

краевых задач I–IV.
Определим функции b̃i(x, t), i = 0, 1, как решения краевых задач

∆b̃i(x, t) = bi(x, t), b̃i(x, t)|S = 0.

Далее, введем обозначения:

α0(t) =

∫
Ω

a0(x, t)̃b0(x, t) dx, α1(t) =

∫
Ω

a1(x, t)̃b0(x, t) dx,

β0(t) =

∫
Ω

a0(x, t)̃b1(x, t) dx, β1(t) =

∫
Ω

a1(x, t)̃b1(x, t) dx,

f0(t) =

∫
Ω

f(x, t)̃b0(x, t) dx, f1(t) =

∫
Ω

f(x, t)̃b1(x, t) dx,

h(t) = β1(t)−
α1(t)β0(t)

1 + α0(t)
, g(t) = f1(t)−

β0(t)f0(t)

1 + α0(t)
.

Разрешимость краевых задач I–IV будет основана на разрешимости краевыз задач для обыкновеного
дифференциального уравнения

h(t)w′ + w = g(t).

Приведем соответствующие утверждения.
Утверждение 1. Пусть выполняются условия

h(t) ∈ C2([0, T ]), −2

3
< h′(t) < 2 при t ∈ [0, T ]; (3)

g(t) ∈ W 2
2 ([0, T ]); (4)

h(0) > 0, h(T ) = 0, g(0) = 0, g′(T ) = 0. (5)

Тогда краевая задача
h(t)w′ + w = g(t), w(0) = 0, (6)

имеет решение w(t), принадлежащее пространству W 2
2 ([0, T ]), и это решение единственно.

Утверждение 2. Пусть выполняются условия (3) и (4), а также условие

h(0) = 0, h(T ) < 0, g(T ) = 0, g′(0) = 0. (7)

Тогда краевая задача
h(t)w′ + w = g(t), w(T ) = 0, (8)

имеет решение w(t), принадлежащее пространству W 2
2 ([0, T ]), и это решение единственно.

Утверждение 3. Пусть выполняются условия (3) и (4), а также условие

h(0) > 0, h(T ) < 0, g(0) = g(T ) = 0, g′(0) = g′(T ) = 0. (9)

Тогда краевая задача
h(t)w′ + w = g(t), w(0) = w(T ) = 0, (10)

имеет решение w(t), принадлежащее пространству W 2
2 ([0, T ]), и это решение единственно.

Утверждение 4. Пусть выполняются условия (3) и (4), а также условие

h(0) = 0, h(T ) = 0, g′(0) = g′(T ) = 0. (11)

Тогда уравнение
h(t)w′ + w = g(t) (12)

имеет решение w(t), принадлежащее пространству W 2
2 ([0, T ]), и это решение единственно.
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Доказательство утверждений 1–4 проводится в целом по одной и той же схеме. Рассматриваются
вспомогательные задачи с положительным параметром ε:

εw′′′′ + h(t)w′ + w = g(t), w(0) = w′′(0) = w′(T ) = w′′′(T ) = 0 (13)

(к задаче (6));
εw′′′′ + h(t)w′ + w = g(t), w′(0) = w′′′(0) = w(T ) = w′′(T ) = 0 (14)

(к задаче (8));
εw′′′′ + h(t)w′ + w = g(t), w(0) = w′(0) = w(T ) = w′(T ) = 0 (15)

(к задаче (10));
εw′′′′ + h(t)w′ + w = g(t), w′(0) = w′′′(0) = w′(T ) = w′′′(T ) = 0 (16)

(к задаче (12)).
Каждая из задач (13)–(16) разрешима (и притом единственным образом) в пространстве W 4

2 ([0, T ]),
для решений w(t) каждой из этих задач выполняется априорная оценка

ε

T∫
0

(w′′′′)2 dt+ ∥w∥2W 2
2 ([0,T ]) 6 M∥g∥2W 2

2 ([0,T ]) (17)

с фиксированной постоянной M (для доказательства этой оценки необходимо последовательно
умножить дифференциальное уравнение задач (13)–(16) на функции w(t), −w′′(t), w′′′′(t) и про-
интегрировать по отрезку [0, T ]; с помощью условий (3) и (4), а также условий на функ-
цию g(t) из полученных равенств и выводится оценка (17)). Из оценки (17) и из свойства ре-
флексивности пространства L2 вытекает, что существуют последовательность {εm}∞m=1 положитель-
ных чисел, последовательность {wm(t)}∞m=1 решений задач (13)–(16) с соответствующим парамет-
ром εm, а также функция w(t) такие, что при m → ∞ имеют место сходимости εm → 0,
εmw′′′′

m (t) → 0 слабо в пространстве L2([0, T ]), h(t)w′
m(t) + wm(t) → h(t)w′(t) + w слабо в пространстве

L2([0, T ]), и при этом предельная функция w(t) будет решением соответствующих задач (6), (8), (10)
или (12), и будет принадлежать пространству W 2

2 ([0, T ]). Единственность решений задач (6), (8), (10)
или (12) в пространстве W 2

2 ([0, T ]) очевидным образом вытекает из равенства
T∫

0

(h(t)w′ + w)w dt =

T∫
0

gw dt

и условий соответствующего утверждения.
Замечание. В утверждениях 1–4 рассматривается ситуация, в которой функция h(t) обязательно где-

либо на отрезке [0, T ] обращается в нуль (и, вообще говоря, может менять знак произвольным образом).
Вместе с тем очевидно, что при отсутствии вырождения — т.е. в случае положительной или же отри-
цательной на отрезке [0, T ] функции h(t) — условие разрешимости в пространстве W 2

2 ([0, T ]) задач (6)
или (8) можно ослабить.

Перейдем к исследованию разрешимости краевых задач I–IV.
Теорема 1. Пусть выполняются условия

ai(x, t) ∈ C(Q), ait(x, t) ∈ C(Q), aitt(x, t) ∈ C(Q), bi(x, t) ∈ C(Q),

bit(x, t) ∈ C(Q), bitt(x, t) ∈ C(Q), i = 0, 1; (17)

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ftt(x, t) ∈ L2(Q); (18)

h(t) ∈ C2([0, T ]), 1 + α0(t) ̸= 0, −2

3
< h′(t) < 2 при t ∈ [0, T ]; (19)

h(0) > 0, h(T ) = 0, g(0) = 0, g′(T ) = 0. (20)

Тогда краевая задача I имеет решение u(x, t) такое, что
u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), L0(t;u) принадлежит пространству W 1
2 ([0, T ]), L1(t;u) принадлежит

пространству W 2
2 ([0, T ]).

Доказательство. Прежде всего заметим, что из условия (17) и из [6] вытекает, что функции b̃i(x, t)

корректно определены, и для них будут выполняться включения b̃i(x, t) ∈ C2(Q), b̃it(x, t) ∈ C2(Q),
b̃itt(x, t) ∈ C2(Q), i = 0, 1. Эти включения и условия (17)–(20) означают, что для функций h(t) и g(t)
выполняются все условия Утверждения 1. Следовательно, существует функция w(t), принадлежащая
пространству W 2

2 ([0, T ]) и являющаяся решением краевой задачи (6). Определим функцию v(t):

v(t) =
f0(t)

1 + α0(t)
− α1(t)

1 + α0(t)
w′(t).
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Далее, рассмотрим задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

∆u = f(x, t)− a0(x, t)v(t)− a1(x, t)w
′(t) (22)

и такую, что для нее выполняется условие (2). Заметим, что правая часть в уравнении (22) принад-
лежит пространству L∞(0, T ;L2(Ω)). Отсюда и из [7] следует, что функция u(x, t) как решение краевой
задачи (22), (2) определена корректно и является элементом пространства L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)). Имеют место
равенства

[1 + α0(t)]v(t) + α1(t)w
′(t) = f0(t),

β0(t)v(t) + w(t) + β1(t)w
′(t) = f1(t),∫

Ω

b0(x, t)u(x, t) dx+ α0(t)v(t) + α1(t)w
′(t) = f0(t),

∫
Ω

b1(x, t)u(x, t) dx+ β0(t)v(t) + β1(t)w
′(t) = f1(t).

Из этих равенств очевидным образом вытекают соотношения

v(t) =

∫
Ω

b0(x, t)u(x, t) dx, w(t) =

∫
Ω

b1(x, t)u(x, t) dx.

Эти соотношения, уравнение (22) и включения u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)), v(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]), w(t) ∈
W 2

2 ([0, T ]) означают, что найденная функция u(x, t) будет искомым решением краевой задачи I.
Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть выполняются условия (17)–(19), а также условие

h(0) = 0, h(T ) < 0, g(T ) = 0, g′(0) = 0.

Тогда краевая задача II имеет решение u(x, t) такое, что
u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), L0(t;u) принадлежит пространству W 1
2 ([0, T ]), L1(t;u) принадлежит

пространству W 2
2 ([0, T ]).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (17)–(19), а также условие

h(0) > 0, h(T ) < 0, g(0) = g(T ) = g′(0) = g′(T ) = 0.

Тогда краевая задача III имеет решение u(x, t) такое, что
u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), L0(t;u) принадлежит пространству W 1
2 ([0, T ]), L1(t;u) принадлежит

пространству W 2
2 ([0, T ]).

Теорема 4. Пусть выполняются условия (17)–(19), а также условие

h(0) = 0, h(T ) = 0, g′(0) = g′(T ) = 0.

Тогда краевая задача IV имеет решение u(x, t) такое, что
u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), L0(t;u) принадлежит пространству W 1
2 ([0, T ]), L1(t;u) принадлежит

пространству W 2
2 ([0, T ]).

Доказательство теорем 2–4 проводится полностью аналогично доказательству теоремы 1.
Следствие. При выполнении условий одной из теорем 1–4 решение u(x, t) краевых задач I, II, III или

IV будет иметь обобщенную производную ut(x, t), и эта обобщенная производная будет принадлежать
пространству L2(0, T ;W

2
2 (Ω)).

Доказательство. При выполнении условий теорем 1,2,3 или 4 правая часть в уравнении (22) будет
иметь обобщенную производную по переменной t, и эта обобщенная производная будет принадлежать
пространству L2(Q). Из общей теории разрешимости в пространствах Соболева краевых задач для эл-
липтических уравнений [7] и следует требуемое.

Следствие доказано.
В заключение заметим следующее. Краевое условие Дирихле в задачах I–IV можно заменить другим

условием — например, условием третьей краевой задачи. Далее, в уравнении (1) оператор Лапласа мож-
но заменить более общим эллиптическим оператором второго или же произвольного четного порядка (в
случае оператора порядка выше второго краевое условие (2) должно меняться на естественные краевые
условия для эллиптических уравнений высокого порядка). Во всех случаях требования на коэффициенты
оператора и коэффициенты граничных условий, нафункции a0(x, t), a1(x, t), b0(x, t) и b1(x, t), должны
быть такими, чтобы краевые задачи, определяющие функции b̃0(x, t) и b̃1(x, t), задачи (6), (8), (10),
(12), а также задачи, соответствующие задаче (22), (2), имели бы решения, принадлежащие требуемым
классам. И, наконец, последнее. Если в уравнении

h(t)w′ + w = g(t),
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функция h(t) не вырождается — т.е. если выполняется условие

|h(t)| > h0 > 0,

то корректной будет либо задача (6), либо задача (8), и при этом условия на функции h(t) и g(t) можно
существенно ослабить.
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BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR A CLASS OF NONLOCAL
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DEGENERATION

In this paper, we study the solvability of boundary value problems for integro-differential equation.
One of the features of the equations under consideration is the possibility of degeneration when some
of coefficients vanish. The other feature is that the equations under consideration are nonlocal. This
motivates modifications in statement of problems. Nonlocal nature of equation in particular leads to
nonlocal conditions. Sufficient conditions providing well-posedness of four problems are obtained.

Key words: integro-differential equations, boundary problems, degeneration, nonlocal conditions, ex-
istence and uniqueness of solutions.
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