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Т.А. Срибная1

О ПРОДОЛЖЕНИИ НЕАДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ МНОЖЕСТВА

В работе доказаны теоремы о продолжении неаддитивных функций множества, область определе-
ния которых, вообще говоря, не является кольцом, на сигма-кольцо множеств. Показано, что непре-
рывная сверху в нуле исчерпывающая композиционная субмера первого или второго рода может быть
продолжена с мультипликативного класса множеств на сигма-кольцо множеств до полной непрерыв-
ной в нуле квазитреугольной субмеры. Найдены условия, при выполнении которых композиционная
субмера первого (второго) рода продолжается до композиционной субмеры того же рода. Полученное
в работе продолжение композиционной субмеры в общем случае не является единственным. Рассмот-
рены некоторые частные виды субмер, для которых имеет место единственность продолжения.
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исчерпывающая функция множества, непрерывная в нуле функция множества, продолжение функции
множества, квазитреугольная субмера, композиционная субмера.

Введение

В настоящее время, наряду с решением задачи о продолжении аддитивных функций множества и
полимер [1–3], большое внимание уделяется вопросу о продолжении неаддитивных функций множества
(см., например, [4–9]) в связи с приложениями таких функций в различных областях математики: в теории
меры, в теории экстремальных задач, в теории игр.

Для простейших классов неаддитивных функций множества теоремы о продолжении доказаны в рабо-
тах [4; 5]. В работах [6; 7] решена задача о продолжении функций множества, принадлежащих к классу
жордановых внешних мер. В работах [8; 9] изучены вопросы о продолжении вещественнозначной квазитре-
угольной субмеры и субмеры со значениями в частично упорядоченной полугруппе. При этом в работах
[6; 7] используется общий топологический принцип продолжения по непрерывности, а в работах [8; 9]
продолжение строится конструктивно.

В предлагаемой статье рассматривается вопрос о продолжении непрерывных сверху в нуле, исчерпы-
вающих композиционных субмер первого и второго рода, область определения которых Σ, вообще говоря,
не является кольцом, на σ−кольцо Σ ⊃ Σ с сохранением свойств композиционности и непрерывности в
нуле.

Поскольку, в общем случае, композиционная субмера не является непрерывной в порожденной FN —
топологии [10], то при решении задачи о продолжении композиционной субмеры нужно либо строить топо-
логию на Σ, относительно которой субмера была бы равномерно непрерывной, либо строить продолжение
конструктивно.

В данной работе выбран второй путь, то есть продолжение композиционной субмеры строится кон-
структивно, при этом, так же как и в работах [8; 9], применяется лебеговская схема продолжения ме-
ры ([11], глава 1. п. 1.5).

1. Определения и обозначения. Примеры

Пусть T — некоторое множество, Σ — некоторый непустой класс подмножеств множества T , ∅ ∈ Σ;
R(Σ) и S(Σ) — соответственно, кольцо и σ — кольцо, порожденные классом Σ; Σσ — класс счетных
объединений множеств класса Σ; Σσδ — класс счетных пересечений множеств класса Σσ. Если E ⊂ T, то
через E ∩Σ будем обозначать класс множеств A, для которых A ⊂ E, A ∈ Σ; через E′ будем обозначать
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дополнение множества E. Множества A,B ∈ Σ такие, что A∪B ∈ Σ и A∩B = ∅, будем называть парой
множеств из Σ и обозначать как (A,B) ∈ Σ.

Непустой класс множеств Σ будем называть мультипликативным классом множеств, или кратко, m-
классом, если для любых двух множеств из Σ их разность принадлежит Σ.

Из этого определения следует, что, если Σ — m- класс, то
1) ∅ ∈ Σ,
2) если A,B ∈ Σ, то A ∩B ∈ Σ,
3) если A,B,C ∈ Σ, причем A ⊂ C, B ⊂ C, то A ∪B ∈ Σ.
Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что функции множества φ

заданы на классе множеств Σ, принимают значения из R+ = [0;+∞) и φ(∅) = 0.
Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ сконденсирована на классе множеств P ⊂ Σ, если для

любого числа ε > 0 и для любого множества E ∈ Σ существует такое множество e ∈ P, что

φ(E △ e) < ε.

Функцию множества
φ′(E) = sup{φ(A), A ∈ E ∩ Σ}, E ⊂ T,

называют супремацией функции φ.
Определение 1. Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ непрерывна (соответственно, непрерыв-

на сверху, непрерывна снизу) на множестве E ∈ Σ, если для любой последовательности множеств En ∈ Σ,
сходящейся к E (соответственно, En ↓ E, En ↑ E), справедливо

lim
n→∞

φ(En) = φ(E).

В случае, если функция множества φ непрерывна (непрерывна сверху) на пустом множестве, говорят,
что функция φ непрерывна в нуле (соответственно, непрерывна сверху в нуле).

В случае, если функция множества φ непрерывна снизу на каждом множестве E ∈ Σ, говорят, что
функция φ непрерывна снизу на Σ.

Определение 2. Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ исчерпывающая, если для любой
последовательности попарно непересекающихся множеств En ∈ Σ справедливо

lim
n→∞

φ(En) = 0.

Определение 3. Монотонную функцию множества φ : Σ → R+ называют квазитреугольной субмерой
на Σ, если для любого числа ε > 0 существует такое число δ > 0, что для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ
справедливо: если φ(A) < δ и φ(B) < δ, то φ(A ∪B) < ε.

Определение 4. Пусть F = {f} — класс непрерывных, строго возрастающих функций, заданных на
R+ и таких ,что

f : R+ → R+, f(0) = 0; f(x) > x, x ∈ R+.

Функцию множества φ : Σ → R+ назовем композиционной, если существуют такие функции g, f1, f2 ∈
F , что для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ справедливо

φ(A ∪B) 6 g(f1φ(A) + f2φ(B)).

Монотонную композиционную функцию множества будем называть композиционной субмерой первого
рода, если g(x) = x, и композиционной субмерой второго рода во всех остальных случаях.

Пример 1. Если φ — аддитивная функция на классе Σ, то для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ
справедливо

(φ(A ∪B))n 6 2n−1φ(A) + 2n−1φ(B).

Отсюда следует, что функции множества µ(E) = φn(E), E ∈ Σ, и ν(E) =
n∑

k=1

ck(φ(E))k, E ∈ Σ,

где c1, c2, ..., cn — некоторый набор неотрицательных чисел,являются композиционными субмерами, для
которых g(x) = x, f1(x) = f2(x) = 2n−1x.

Пример 2. Пусть φ — аддитивная функция на классе Σ. Функция множества ψ(E) = (expφ(E)) − 1
является композиционной субмерой, для которой g(x) = x, f1(x) = f2(x) = x2 + x.

2. Свойства композиционных субмер и их супремаций
Предложение 1. Пусть φ — композиционная субмера первого рода на m- классе Σ. Если φ непре-

рывна сверху в нуле, то ее супремация φ′ является композиционной субмерой второго рода на классе
Σσ.
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Доказательство. Пусть E,F ∈ Σσ, E ∩ F = ∅. Пусть An ⊂ R(Σ), Bn ⊂ R(Σ) и An ↑ E, Bn ↑ F. Тогда
(An ∪Bn) ↑ (E ∪ F ).

Пусть C ∈ (E ∪ F ) ∩ Σ.
Тогда (An ∪Bn) ∩ C ↑ (E ∪ F ) ∩ C.
Так как Σ m - класс, то (An ∪Bn) ∩ C ∈ Σ.
Таким образом имеем

φ(C) 6 f1φ(C ∩ (An ∪Bn)) + f2φ(C \ (C ∩ (An ∪Bn))).

Переходя к пределу, в силу непрерывности сверху в нуле функции φ, получим

φ(C) 6 lim
n→∞

f1φ(C ∩ (An ∪Bn)).

Отсюда, в силу произвольности множества C ∈ (E ∪ F ) ∩ Σ, получим

φ′(E ∪ F ) 6 lim
n→∞

f1φ(C ∩ (An ∪Bn)) 6

6 lim
n→∞

f1(f1φ(C ∩An) + f2(C ∩Bn)) 6 f1(f1φ
′(E) + f2φ

′(F )).

Предложение 2. Пусть φ — композиционная субмера на кольце Σ. Если φ непрерывна снизу на Σ,
то ее супремация φ′ является композиционной субмерой на классе Σσ того же рода, что и φ.

Доказательство. Пусть φ — композиционная субмера первого рода. Пусть E ∈ Σσ, пусть En возраста-

ющая последовательность множеств из Σ, для которой E =
∞∪

n=1
En.

Пусть C ∈ E ∩ Σ. Так как функция φ непрерывна снизу, то

φ(C) = lim
n→∞

φ(C ∩ En).

Отсюда, в силу монотонности функции φ, получим

φ(C) 6 lim
n→∞

φ(En).

Так как множество C ∈ E ∩ Σ выбрано произвольно, то

φ′(E) 6 lim
n→∞

φ(En).

Отсюда и из условия En ∈ Σ, En ⊂ E получим

φ′(E) = lim
n→∞

φ(En). (2.1)

Пусть теперь E,F ∈ Σσ, E ∩ F = ∅.
Пусть An, Bn — возрастающие последовательности множеств из Σ такие, что

An ↑ E, Bn ↑ F.

В силу (2.1) получим
φ′(E ∪ F ) = lim

n→∞
φ(An ∪Bn).

Так как
φ(An ∪Bn) 6 f1φ(An) + f2φ(Bn) 6 f1φ

′(E) + f2φ
′(F ),

то
φ′(E ∪ F ) 6 f1φ

′(E) + f2φ
′(F ),

Случай, когда φ — композиционная субмера второго рода, рассматривается аналогично.
Заметим, что в ходе доказательства показано, что функции fi ∈ F , i = 1, 2 для субмеры φ′ на Σσ,

те же, что и для субмеры φ на Σ.
Предложение 3. Пусть φ — композиционная субмера первого рода на кольце Σ, причем f1(x) = x.

Если φ непрерывна сверху в нуле, то ее супремация φ′ является композиционной субмерой первого рода
на классе Σσ, для которой f1(x) = x.

Доказательство. Покажем, что функция φ удовлетворяет условиям предложения 2.
Пусть E ∈ Σ, En ⊂ Σ, En ↑ E.
Так как

E ⊂ En ∪ (E \ En),

то
φ(E) 6 φ(En) + f2φ(E \ En), n = 1, 2, ....

Переходя к пределу и учитывая непрерывность сверху в нуле функции φ, получим

φ(E) 6 lim
n→∞

φ(En). (2.2)
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Так как функция φ монотонна, то

φ(En) 6 φ(E), n = 1, 2, ...,

следовательно,
lim
n→∞

φ(En) 6 φ(E). (2.3)

Из (2.2) и (2.3) следует, что функция φ непрерывна снизу на Σ.
Отсюда, в силу предложения 2 и замечания к нему, получим, что супремация φ′ является компози-

ционной субмерой первого рода на Σσ, для которой f1(x) = x.

3. Теоремы о продолжении
Теорема 1. Пусть φ композиционная субмера, заданная на m- классе Σ. Если функция φ непрерывна

сверху в нуле и исчерпывающая, то существуют σ- кольцо Σ и квазитреугольная субмера φ на Σ такие,
что

(1) Σ ⊃ S(Σ);
(2) φ является продолжением φ на Σ;
(3) φ — полная функция на Σ;
(4) φ сконденсирована на классе R(Σ);
(5) φ непрерывна в нуле на Σ;
(6) множество E ∈ Σ тогда и только тогда, когда E = A△B, где A ∈ Σσδ, B ⊂ A′, A′ ∈ Σσδ, φ(A

′) = 0.
Доказательство. Пусть φ композиционная субмера первого рода. Возьмем ε > 0 произвольно. Пусть

δ = min{f−1
1 ( ε2 ), f

−1
2 ( ε2 )}. Тогда для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ из условий φ(A) < δ, φ(B) < δ

следует
φ(A ∪B) < f1φ(A) + f2φ(B) < ε.

Таким образом, функция φ является квазитреугольной субмерой.
Oбозначим через H(Σσ) наследственное σ- кольцо, порожденное классом Σσ.
Положим

φ0(E) = inf{φ′(F ), E ⊂ F, F ∈ Σσ}, E ∈ H(Σσ).

Обозначим через Σ класс тех и только тех подмножеств σ- кольца H(Σσ), на которых функция φ0

сконденсирована на кольце R(Σ) :

Σ = {E : E ∈ H(Σσ), ∀ε > 0 ∃e ∈ R(Σ) : φ0(E△e) < ε}.

В силу теоремы 2.1 [9] класс множеств Σ является σ- кольцом, а функция φ = φ0 |Σ является квази-
треугольной субмерой на Σ, для которой выполнены утверждения (2)—(6) теоремы.

Теорема 2. Пусть φ монотонная функция множества, заданная m- классе Σ. Если функция φ непре-
рывна сверху в нуле, исчерпывающая на Σ, а ее супремация φ′ на классе Σσ является композиционной
субмерой некоторого рода, то существуют σ- кольцо Σ и композиционная субмера φ на Σ того же рода,
что и супремация φ′, для которых выполнены утверждения (1)—(6) теоремы 1.

Доказательство. Пусть H(Σσ) — наследственное σ- кольцо, порожденное классом Σσ; пусть

φ = inf{φ′(F ), E ⊂ F, F ∈ Σσ}, E ∈ H(Σσ).

Покажем, что функция φ0 является композиционной субмерой на H(Σσ) того же рода, что и супре-
мация φ′ на классе Σσ (с теми же функциями g, fi ∈ F , i = 1, 2, что и для супремации φ′).

Пусть, для определенности, φ — квазитреугольная субмера второго рода. Пусть E1, E2 ∈ H(Σσ); E1 ∩
E2 = ∅. Пусть F1, F2 ∈ Σσ, причем E1 ⊂ F1, E2 ⊂ F2. . Тогда

φ0(E1 ∪ E2) 6 φ′(F1 ∪ F2) 6 g(f1φ
′(F1) + f2φ

′(F2)).

Отсюда, в силу произвольности множеств F1, F2 ∈ Σσ и определения функции φ0, получим

φ0(E1 ∪ E2) 6 g(f1φ0(E1) + f2φ0(E2)).

Положим
Σ = {E : E ∈ H(Σσ), ∀ε > 0 ∃e ∈ R(Σ) : φ0(E△e) < ε};

φ = φ0 |Σ .
Для завершения доказательства осталось применить теорему 1.
Из предложений 1, 2 и теоремы 2 вытекает справедливость следствий 1 и 2.
Следствие 1. Пусть функция множества φ задана на классе множеств Σ, непрерывна сверху в нуле и

исчерпывающая. Если Σ — m- класс, а φ — композиционная субмера первого рода на Σ, то существуют σ-
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кольцо Σ и композиционная субмера второго рода φ на Σ, для которых выполнены утверждения (1)—(6)
теоремы 1.

Следствие 2. Пусть функция множества φ задана на классе множеств Σ, непрерывна сверху в нуле
и исчерпывающая. Если Σ — кольцо множеств, а φ — непрерывная снизу композиционная субмера на
Σ, то существуют σ- кольцо Σ и композиционная субмера φ на Σ того же рода, что и φ, для которых
выполнены утверждения (1)—(6) теоремы 1.

4. Единственность продолжения частных видов композиционных
субмер

Рассмотрим вопрос об единственности продолжения.
Пример. Пусть p, q > 0. Пусть T = [0; 2p], λ — мера Лебега на T, Σ — кольцо множеств, порожденное

полукольцом промежутков вида (a; b], 0 6 a 6 b 6 2p. На R+ определим функцию

g(x) =

{
x, 0 6 x < p;

x+ q, p 6 x <∞.

Пусть Σ0 — σ-алгебра измеримых по Лебегу множеств отрезка [0; 2p]. Для любого множества E ∈ Σ0

положим µ(E) = gλ(E). Пусть (A,B) ∈ Σ0, тогда

µ(A ∪B) = gλ(A ∪B) = g(λ(A) + λ(B)) 6 kλ(A) + kλ(B),

где k = 1 + q
p .

Отсюда следует, что µ — композиционная субмера первого рода,

f1(x) = f2(x) =

(
1 +

q

p

)
x.

Рассмотрим сужение µ1 функции µ на кольцо Σ, положив для любого множества E ∈ Σ

µ1(E) = µ(E).

В силу теоремы 1 функцию µ1 можно продолжить до квазитреугольной (точнее, до композиционной
субмеры) µ1 на σ- кольцо Σ ⊃ Σ.

Покажем, что даже на классе Σσ функции µ1 и µ принимают различные значения.
Пусть

E0 = (0; p); En =

(
1

2n
; p− 1

2n

]
; n = 1, 2, ....

Так как En ∈ Σ и En ↑ E0, то E0 ∈ Σσ.
Тогда по определению функции g(x), имеем

µ(E0) = gλ(E0) = p+ q.

В то же время, так как E0 ∈ Σσ, то

µ1(E0) = µ′(E0) = sup{µ(A), A ∈ E0 ∩ Σ} = sup{gλ(A), A ∈ E0 ∩ Σ} = p.

Данный пример показывает, что, вообще говоря, даже композиционная субмера первого рода продол-
жается не единственным образом.

В то же время, если в теореме 1 предположить, что класс множеств Σ — кольцо, а φ — компози-
ционная субмера первого рода на Σ, причем f1(x) = x (в частном случае φ может быть монотонной
полуаддитивной функцией множества), то продолжение φ функции множества φ на σ- кольцо Σ ⊃ Σ,
для которого выполнены утверждения (1)—(6), является единственным.

Покажем это.
Предположим, что существуют σ- кольца Σ1 и Σ2, композиционные субмеры φ1 на Σ1 и φ2 на Σ2,

для которых справедливы утверждения (1)—(6) теоремы 1.
На σ- кольце S(Σ), порожденном кольцом Σ, зададим функцию

ν(E) = φ1(E) + φ2(E), E ∈ S(Σ.)

В силу теоремы 1 функция ν множества является квазитреугольной субмерой, непрерывной сверху
в нуле и исчерпывающей на S(Σ). Отсюда следует, что для любого множества E ∈ S(Σ) и для любого
ε > 0 существует такое множество e ∈ Σ, что ν(E△e) < ε.

Пусть E ∈ S(Σ). Последовательно полагая ε = 1; 1
2 ; ...;

1
n , построим последовательность множеств {en} ⊂

Σ такую, что
lim

n→∞
ν(E△en) = 0.



О продолжении неаддитивных функций множества 39

Из предложения 3 и теоремы 2 следует, что функции множества φ1 и φ2 являются композиционными
субмерами первого рода, для которых f1(x) = x.

Так как
E ⊂ en ∪ (E \ en), n = 1, 2, ...,

то
φi(E) 6 φi(en) + fφi(E \ en), f ∈ F ; i = 1, 2; n = 1, 2, ....

Переходя к пределу, получим
φi(E) 6 lim

n→∞
φi(en), i = 1, 2.

Так как en ⊂ E ∪ (en \ E), n = 1, 2, ..., то

φi(en) 6 φi(E) + fφi(en \ E), f ∈ F ; i = 1, 2, ....

Переходя к пределу, получим
lim

n→∞
φi(en) 6 φi(E), i = 1, 2.

Так как
lim
n→∞

φi(en) = lim
n→∞

φ(en), i = 1, 2,

то
φ1(E) = φ2(E).

Отсюда, учитывая структуру множеств σ- колец Σ1 и Σ2 (утверждение (6) теоремы 1), получим

Σ1 = Σ2 = Σ,

а также
φ1(E) = φ2(E)

для любого множества E ∈ Σ.
Замечание 1. Основные результаты работы, распространяющие классическую теорему о лебеговском

продолжении меры ([11], теорема 1.5.6) на случай неаддитивных функций множества, были депонированы
автором в работе [12].

Замечание 2. Применение конструкции Лебега к продолжению неаддитивных функций множества
позволило найти условия на функции множества (композиционность, непрерывность сверху в нуле, ис-
черпываемость), достаточные для продолжения таких функций с мультипликативного класса множеств
на сигма-кольцо.
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T.A. Sribnaya2

ON THE EXTENSION OF NON-ADDITIVE SET FUNCTIONS

In this paper we prove theorems on the extension of non-additive set functions domain of definition of
which, generally speaking, is not a ring, on the sigma-ring of sets. It is shown that continuous from the
top at zero, the exhaustive compositional submersion of the first or second kind can be continued from
the multiplicative class of sets to the sigma-ring of sets to a complete quasitriangular submerse complete
at zero. Conditions are found under which the composition sub-measure of the first (second) kind extends
to the composition sub-measure of the same kind. The continuation of the composite submerses obtained
in the work is, in general, not unique. Some particular types of submeasures are considered, for which
uniqueness of continuation takes place.

Key words: extension of set functions, exhaustive non-additive set functions, composition submeasures.
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