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ЗАДАЧА О КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЯ С НЕИЗВЕСТНЫМ УСЛОВИЕМ
ЕГО ЗАКРЕПЛЕНИЯ НА ЧАСТИ ГРАНИЦЫ

В статье рассматривается обратная задача для одномерного гиперболического уравнения, возника-
ющая при исследовании колебаний неоднородного стержня, упруго закрепленного на одном конце, а
поведение стержня на другом его конце подлежит определению. Условие переопределения задается в
виде интеграла по пространственной переменной. В статье получены условия на входные данные, обес-
печивающие однозначную разрешимость поставленной задачи в пространстве Соболева. Доказатель-
ство существования и единственности решения задачи базируется на полученных в работе априорных
оценках.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, обратная задача, интегральное условие переопре-
деления.

Введение
В статье изучается обратная задача для одномерного гиперболического уравнения

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t),

состоящая в определении как ее решения, так и режима на одном из концов интервала изменения про-
странственной переменной.

Эту задачу можно рассматривать как математическую модель процесса колебаний стержня перемен-
ного сечения, способ закрепления одного из концов которого нам известен, а второго — нет.

Колебательные процессы могут возникать в любой механической системе. Причинами их появления
для механизмов разнообразных по конструкции и областям применения могут являться как внутренние
источники (неуравновешенность сил и моментов, неравномерность вращения, переменная жесткость опор
и т. п.), так и внешние (аэродинамические нагрузки, инерционные нагрузки). Конструктивные элементы
многих механизмов могут быть представлены как стержни, зачастую переменного сечения. Например, в
газотурбинных авиационных двигателях это лопатки компрессора и турбины ([1, с. 291], [2, с. 270]), в
самолетостроении – это крылья большого удлинения [3], в металлообрабатывающем оборудовании — это
валы приводов подач и главного движения, включая шпиндель ([4, с. 191]), в устройствах ультразвуковой
обработки материалов и сборки (разборки) соединений – волноводы (концентраторы) ([5, с. 174]). Поэто-
му в различных областях техники приходится решать задачи о колебаниях сложных стержневых систем.
Для обеспечения надежной работы сложной современной техники (авиационных двигателей, многоцелевых
станков с числовым программным управлением, газоперекачивающих агрегатов и т. д.) в процессе ее экс-
плуатации проводят диагностические процедуры, что позволяет определить текущее техническое состояние
и оценить возможность дальнейшей работы на прогнозируемый период времени с помощью неразрушающе-
го контроля. Приборы виброакустической диагностики невозможно установить рядом с непосредственным
источником колебаний, к тому же таких источников может быть много. Поэтому анализ результатов из-
мерений и принятие решений по управлению приходится проводить на основе косвенной информации о
процессе колебаний, которая обычно поступает в виде некоторого среднего значения. В математической
модели такая информация обычно представлена в виде интеграла.

Таким образом, следствия протекания колебательных процессов могут быть различными, как и при-
чины, их вызывающие, поэтому естественно возникает необходимость теоретического изучения колебаний
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с целью определения допустимых областей изменения параметров, влияющих на протекание процесса, и
качественных свойств решений соответствующих математических задач. Исследованию математических
моделей колебательных процессов посвящено значительное количество статей. Отметим здесь некоторые
из них, наиболее близкие к тематике нашей статьи [7–10] и обратим внимание на список литературы в
них.

В нашей статье рассматривается обратная задача для одномерного гиперболического уравнения, состо-
ящая в определении как ее решения, так и режима на одном из концов интервала изменения простран-
ственной переменной.

1. Постановка задачи

В области QT = (0, l) × (0, T ) рассмотрим задачу о колебании стержня, один конец которого, x =
= 0, закреплен упруго, а закон движения второго конца, x = l, не задан и подлежит определению. Та-
ким образом, мы приходим к обратной задаче, которая заключается в следующем: найти пару функций
(u(x, t), h(t)), удовлетворяющих уравнению

Lu ≡ utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t), (1.1)

начальным условиям
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (1.2)

краевым условиям
ux(0, t)− αu(0, t) = 0, ux(l, t) = h(t) (1.3)

и условию переопределения, в качестве которого часто задается интегральное среднее искомого реше-
ния [11–13]

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = E(t). (1.4)

Заметим, что однородность начальных данных не ограничивает общности, но упрощает многие преобра-
зования.

Задача (1.1)–(1.4) может быть трактована как задача управления, а именно, как задача определения
таких условий на входные данные, которые позволят найти функцию h(t), позволяющую сохранить за-
данную энергию E(t).

Многие авторы для доказательства разрешимости обратных задач используют следующую схему: сна-
чала решается прямая задача, в нашем случае это задача (1.1)–(1.3), при этом функция h(t) считается
временно известной, а затем применяется условие переопределения. Если, как в рассматриваемой задаче,
условие переопределения задано в виде (1.4), то задача сводится к операторному уравнению первого рода
относительно неизвестной функции h(t) [11; 12; 14] Этот метод не всегда оказывается эффективным, в
частности, когда неизвестная функция входит в краевое условие. Мы применим другой подход, который
подробно реализован в следующем разделе статьи.

2. Разрешимость задачи

В этом разделе мы сформулируем и докажем однозначную разрешимость задачи (1.1)–(1.4), но сна-
чала введем определения и обозначения, для чего нам потребуется сделать некоторые предварительные
преобразования.

Пусть (u, h) — решение задачи (1.1)–(1.3), K(l) ̸= 0 и выполняются условия согласования

l∫
0

K(x)u(x, 0)dx = E(0),

l∫
0

K(x)ut(x, 0)dx = E′(0). (2.1)

Проинтегрируем равенство (1.1), умноженное на K(x), по промежутку (0, l). Учитывая условия (1.3) и
(1.4), получим

E′′(t)− a(l, t)K(l)h(t) + a(l, t)K ′(t)u(l, t)− a(0, t)[αK(0) +K ′(0)]u(0, t)−

−
l∫

0

[(aK ′)x −Kc]udx =

l∫
0

Kfdx. (2.2)
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Обозначив
H(x, t) =

K(x)c(x, t)− (a(x, t)K ′(x))x
a(l, t)K(l)

, β(t) = −a(0, t)(αK(0) +K ′(0)

a(l, t)K(l))
,

γ =
K ′(l)

K(l)
, g(t) =

E′′(t)−
∫ l

0
Kfdx

a(l, t)K(l)
,

перепишем (2.2) так:

h(t) = βu(0, t) + γu(l, t) +

l∫
0

H(x, t)u(x, t)dx+ g(t). (2.3)

Пусть теперь выполняются (1.1)–(1.3) и (2.3). Проинтегрировав равенство (1.1), умноженное на K(x),
по промежутку (0, l), получим

l∫
0

K(x)uttdx− a(l, t)K(l)h(t) + a(l, t)K ′(t)u(l, t)− a(0, t)[αK(0) +K ′(0)]u(0, t)−

−
l∫

0

[(aK ′)x −Kc]udx =

l∫
0

Kfdx.

Так как по предположению выполняется (2.3), то выполняется и (2.2), но тогда
l∫

0

K(x)utt(x, t)dx = E′′(t),

что можно переписать в виде уравнения

d2

dt2

 l∫
0

K(x)u(x, t)dx− E(t)

 = 0.

Из условий согласования (2.1) получаем нулевые начальные данные, которым должна удовлетворять ис-
комая функция этого дифференциального уравнения, поэтому решением полученной задачи Коши может
быть только нуль, стало быть,

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = E(t),

что означает выполнение условия (1.4).
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Лемма. Если K(l) ̸= 0 и выполняются условия согласования (2.1), то задачи (1.1)–(1.4) и (1.1)–(1.3),

(2.3) эквивалентны.
Доказанная лемма позволяет рассматривать вместо задачи (1.1)–(1.4) задачу (1.1)–(1.3), (2.3), преиму-

щество которой заключается в явном представлении функции h(t) через функцию u(x, t). Возможность
такого представления подсказывает выбор метода доказательства разрешимости задачи, что будет проде-
монстрировано ниже. Не менее существенным является и тот факт, что коэффициенты уравнения (1.1)
суть функции, зависящие от обеих переменных и не заданы явно. Произвольность коэффициентов не
позволяет применить метод Фурье либо рассчитывать на возможность получения общего решения урав-
нения. Поэтому изучение вопроса о существовании решения задачи мы начнем с введения определения
слабого решения. Для этого получим тождество, на котором это определение будет базироваться, исполь-
зуя стандартную процедуру [15], а именно, проинтегрируем по частям равенство

∫ T

0

∫ l

0
(Lu− f)vdxdt = 0,

где v ∈ C1(Q̄T ) и v(x, T ) = 0 в предположении, что u(x, t) — решение прямой задачи (1.1)–(1.3). Получим
T∫

0

l∫
0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt− α

T∫
0

a(0, t)u(0, t)v(0, t)dt =

=

T∫
0

a(l, t)h(t)v(l, t)dt+

T∫
0

l∫
0

fvdxdt. (2.4)

Обозначим
Ŵ 1

2 (QT ) = {v : v ∈W 1
2 (QT ), v(x, T ) = 0,
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где W 1
2 (QT ) — пространство Соболева.

Определение. Пару функций (u(x, t), h(t)) будем называть слабым решением задачи (1.1)–(1.3), (2.3),
если u ∈W 1

2 (QT ), u(x, 0) = 0 и удовлетворяет тождеству (2.4) для всех функций v ∈ Ŵ 1
2 (QT ), а функция

h(t) удовлетворяет (2.3) в смысле равенства функций из L2(0, T ).
Теорема. Пусть выполняются условия

a, c ∈ C(QT ), at ∈ C(QT ), f ∈ L2(QT ),

K ∈ C[0, T ], K(l) ̸= 0, K ′(l) = 0, αK(0)−K ′(0) = 0,

E ∈ C2[0, T ], α > 0,

а также условия согласования (2.1). Тогда существует единственное слабое решение задачи (1.1)–(1.3),
(2.3).

Доказательство. Аппроксимируем слабое решение (u(x, t), h(t)), положив u0 = 0 и определив (um, hm)
равенствами

T∫
0

l∫
0

(−umt vt + aumx vx + cumv)dxdt− α

T∫
0

a(0, t)um(0, t)v(0, t)dt =

=

T∫
0

a(l, t)hm(t)v(l, t)dt+

T∫
0

l∫
0

fvdxdt, (2.5)

hm(t) =

l∫
0

H(x, t)um−1dx+ g(t). (2.6)

Нетрудно видеть, что функция um, удовлетворяющая тождеству (2.5), является слабым решением прямой
задачи (1.1)–(1.3), которая представляет собой частный случай задачи для многомерного гиперболическо-
го уравнения, рассмотренной в монографии О.А. Ладыженской ([15, с. 225]). Условия теоремы позволяют
воспользоваться сформулированным в [15] результатом об однозначной разрешимости этой задачи в сла-
бом смысле. Для дальнейшего нам потребуется оценка этого решения, вывод которой мы кратко проде-
монстрируем. Будем рассматривать уравнение (1.1) при f = 0. Объяснение этого выбора будет очевидно
ниже.

Для построения аппроксимаций umN (x, t) =
N∑

k=1

ck(t)wk(x) слабого решения um(x, t) задачи (1.1)–(1.3)

выбирается базис {wk} из W 1
2 (QT ), а ck(t) находятся из соотношений

l∫
0

(umN
tt wj + aumN

x w′
j + cumNwj)dx+ αa(0, t)umN (0, t)wj(0) = a(l, t)hm(t)wj(l).

Умножив каждое из этих соотношений на c′j(t), просуммировав по j от 1 до N , а затем проинтегрировав
по (0, τ), τ ∈ [0, T ], получим

τ∫
0

l∫
0

(umN
tt umN

t + aumN
x umN

xt + cumNumN
t )dxdt+

+α

τ∫
0

a(0, t)umN (0, t)umN
t (0, t)dt =

τ∫
0

a(l, t)h(t)umN
t (l, t)dt.

Интегрируя по частям, приходим к равенству
l∫

0

[(umN
t (x, τ))2 + a(umN

x (x, τ))2]dx+ αa(0, τ)(umN (0, τ))2 =

=

τ∫
0

l∫
0

at(u
mN )2dxdt− 2

τ∫
0

l∫
0

cumNumN
t dxdt+ α

τ∫
0

at(0, t)(u
mN (0, t))2dt−

−2

τ∫
0

a(l, t)ht(t)u
mN (l, t)dt+ 2

τ∫
0

at(l, t)h(t)u
mN (l, t)dt. (2.7)
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Оценим правую часть последнего равенства. В силу условий теоремы и гиперболичности уравнения (1.1)
всюду в Q̄T найдутся такие положительные числа a0, a1, c0, p такие, что

a(x, t) > a0,max
Q̄T

{|a|, |at|} 6 a1,max
Q̄T

|c| 6 c0, p
2 = max

[0,T ]

∫ l

0

H2(x, t)dx.

Применив теперь неравенства Коши и ”Коши с ε”, получим

∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

at(u
mN )2dxdt

∣∣∣ 6 a1

τ∫
0

l∫
0

(umN )2dxdt;

∣∣∣− 2

τ∫
0

l∫
0

cumNumN
t dxdt

∣∣∣ 6 c0

τ∫
0

l∫
0

[(umN )2 + (umN )2]dxdt;

∣∣∣ τ∫
0

at(0, t)(u
mN (0, t))2dt

∣∣∣ 6 a1

τ∫
0

(umN (0, t))2dt;

∣∣∣− 2

τ∫
0

a(l, t)ht(t)u
mN (l, t)dt

∣∣∣ 6 a1ε

τ∫
0

(hmt (t))2dt+
a1
ε

τ∫
0

(umN (l, t))2dt;

∣∣∣2 τ∫
0

at(l, t)h(t)u
mN (l, t)dt

∣∣∣ 6 a1ε

τ∫
0

(hm(t))2dt+
a1
ε

τ∫
0

(umN (l, t))2dt.

Для оценки интегралов, содержащих следы искомого решения на боковой границе воспользуемся нера-
венствами

u2(0, t) 6 2l

l∫
0

u2xdx+
2

l

l∫
0

u2dx, u2(l, t) 6 2l

l∫
0

u2xdx+
2

l

l∫
0

u2dx,

которые вытекают из представлений

u(0, t) =

0∫
x

uξdξ + u(x, t), u(l, t) =

l∫
x

uξdξ + u(x, t)

и доказаны, например, в [16]. Тогда из (2.7) следует неравенство
l∫

0

[(umN
t (x, τ))2 + a(umN

x (x, τ))2]dx+ αa(0, τ)(umN (0, τ))2 6

6 P

τ∫
0

l∫
0

[(umN )2 + (umN
t )2 + (umN

x )2]dxdt+ a1ε

τ∫
0

[(hm)2 + (hmt )2]dt,

где постоянная P выражается через a1, c0, l, ε−1. К обеим частям полученного неравенства прибавим нера-
венство

l∫
0

(umN (x, τ))2dx 6 τ

τ∫
0

l∫
0

(umN
t )2dxdt,

которое является следствием представления umN (x, τ) =
∫ τ

0
umN
t dt, что приводит нас к следующему нера-

венству

m0

l∫
0

[(umN
t (x, τ))2 + (umN

x (x, τ))2]dx 6

6M0

τ∫
0

l∫
0

[(umN )2 + (umN
t )2 + (umN

x )2]dxdt+ a1ε

τ∫
0

[(hm)2 + (hmt )2]dt, (2.8)

где

m0 = min{1, a0}, M0 = max{4a1(1 + ε) + c0ε

lε
, c0 + 1, 4a1l

1 + ε

ε
}.
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Применив к последнему неравенстве лемму Гронуолла, получаем
l∫

0

[(umN
t (x, τ))2 + (umN

x (x, τ))2]dx 6 a1
m0

εe
M0
m0

τ

T∫
0

[(hm)2 + (hmt )2]dt,

и после интегрирования по τ ∈ [0, T ] наша оценка готова:

||umN ||W 1
2 (QT ) 6 C

√
ε||hm||W 1

2 (0,T ).

Здесь мы обозначили C2 = a1

M0
(e

M0
m0

T − 1). Так как в полученной оценке C не зависит от N, то и

||um||W 1
2 (QT ) 6 C

√
ε||hm||W 1

2 (0,T ). (2.9)

Вернемся к построению аппроксимаций (um, hm). Так как u0 = 0, то из (2.6) находим h1. На следующем
шаге из (2.5) находим u1 как решение прямой задачи. Продолжая этот процесс, получим последователь-
ность приближенных решений (um, hm). Покажем, что эта последовательность сходится.

Обозначим zm = um − up, rm = hm − hp. Тогда справедливы соотношения, вытекающие из (2.5) и
(2.6) соответственно

T∫
0

l∫
0

(−zmt vt + azmx vx + czmv)dxdt− α

T∫
0

a(0, t)zm(0, t)v(0, t)dt =

=

T∫
0

a(l, t)hm(t)v(l, t)dt, (2.10)

hm(t) =

l∫
0

H(x, t)zm−1dx. (2.11)

Из (2.9) следует оценка
||zm||W 1

2 (QT ) 6 C
√
ε||rm||W 1

2 (0,T ). (2.12)

Из равенства (2.11)

(rm(t))2 6 k2
l∫

0

(zm−1(x, t))2dx, (rmt (t))2 6 k2
l∫

0

(zm−1
t (x, t))2dx,

где k2 = max
[0,T ]

l∫
0

H2(x, t)dx, вытекает

||rm||W 1
2 (0,T ) 6 k

√
ε||zm−1||W 1

2 (0,T ). (2.13)

Комбинируя (2.12) и (2.13), получаем

||zm||W 1
2 (QT ) 6 Ck

√
ε||zm−1||W 1

2 (QT ), (2.14)

||rm||W 1
2 (0,T ) 6 Ck

√
ε||rm−1||W 1

2 (0,T ) (2.15)

для m = 1, 2, ... Выберем теперь ε так, чтобы Ck
√
ε < 1. Тогда из (2.14) и (2.15) сразу же следует, что

последовательности {||zm||W 1
2 (QT )} и {||rm||W 1

2 (0,T )} являются бесконечно убывающими геометрическими,
что влечет за собой фундаментальность последовательностей ({um}, hm). Но тогда в силу полноты про-
странств W 1

2 (QT ) и W 1
2 (0, T ) существует единственная пара функций (u, h) таких, что

um → u в W 1
2 (QT ), hm → h в W 1

2 (0, T ).
Так как из сильной сходимости следует слабая, то, переходя к пределам в (2.5) и (2.6) убеждаемся в

том, что пара функций (u, h) является искомым решением задачи (1.1)–(1.3), (2.3), а в силу доказанной
эквивалентности и поставленной задачи (1.1)–(1.4).
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A.B. Beylin, L.S. Pulkina2

A PROBLEM ON VIBRATION OF A BAR WITH UNKNOWN BOUNDARY
CONDITION ON A PART OF THE BOUNDARY

In this paper, we study an inverse problem for hyperbolic equation. This problem arises when we
consider vibration of a nonhomogeneous bar if one endpoint is fixed by spring but behavior of the other
is unknown and is the subject to find. Overdetermination is given in the form of integral with respect to
spacial variable. Unique solvability of this problem is proved under some conditions on data. The proof
is based on a priori estimates in Sobolev space.

Key words: hyperbolic equation, inverse problem, integral overdetermination.
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