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АЛЬФА-МАТРИЦЫ И ГРАФ-ПОРОЖДЕННЫЕ ГРАММАТИКИ

В статье рассматривается обобщение граф-порожденных грамматик на основе их матричных пред-
ставлений. Изучаются два класса граф-порожденных грамматик, связанные с вершинными и реберными
разметками порождающих графов. Дается определение альфа-матрицы над полукольцом языков, задан-
ных при помощи конечного алфавита A, и определяются соответствующие матричные алгебры. Введенные
понятия в дальнейшем используются для конструктивного представления граф-порожденных языков и
исследования вопросов, связанных с их эквивалентностью. Дается определение матрично порожденных
грамматик как естественного надкласса граф-порожденных грамматик. Доказываемые утверждения ил-
люстрируются примерами.

Ключевые слова: полукольца языков, формальные грамматики, порождающие грамматики, теория
графов, маршруты на размеченных графах, граф-порожденные грамматики, матрично порожденные грам-
матики.

1. Предварительные сведения
Статья развивает подход к представлению формальных грамматик предложенный в [1], который исполь-

зует графы в качестве инструмента порождения языков. Любой маршрут в вершинной форме на графе
является словом некоторого языка над алфавитом, который образован множеством вершин или связанны-
ми с ними метками. Задавая совокупности начальных и конечных вершин маршрутов, а также их метки
и длины, можно конструктивно определять различные языки на основе имеющихся графовых алгоритмов.
В [1] показано, что множество подобных языков, названных G-языками, является строгим надмножеством
регулярных языков.

Аналогичный подход может быть применен к реберно размеченным графам и маршрутам в реберной
форме. Возникающие при этом языки так же названы G-языками. Языки, связанные с вершинной разметкой
названы языками вершинного типа, а с реберной— языками реберного типа.

Естественный класс алгоритмов нахождения маршрутов на размеченных графах образуют алгоритмы,
использующие правило матричного произведения для матриц с элементами из полукольца языков, задан-
ных над алфавитом A. Таким образом, G-языки допускают реализацию посредством матричных алгебр и
стандартных типов данных. Помимо этого матричные представления являются удобным инструментом для
исследования свойств G-языков, в частности, позволяют установить совпадение классов языков вершинного
и реберного типов, или построить расширение класса граф-порожденных языков до класса матрично порож-
денных языков.

Различные виды полуколец и матричных алгебр над полукольцами традиционно используются в таких
областях, как компьютерная алгебра [2–3], теория автоматов [4], оптимальное управление [5], формальные
языки [6–8], теория бинарных отношений [9; 10] и др. Таким образом, применение аппарата матричных алгебр
является естественным для моделирования генеративных грамматик.

Замечание 1.1. В [1] обнаружены следующие опечатки:

стр. 103, 17 строка снизу: вместо w0 := ε, wm+1 := wm ◦ w следует читать w0 := ε, wm+1 := wm ◦ w;
стр. 103, 12 строка снизу: вместо (W1,W2) ∈ P и W1 7→W2 следует читать (w1,w2) ∈ P и w1 7→ w2, соответ-
ственно;
стр. 105, 2 строка сверху: вместо Lη

I×J×N0
(GA

E) следует читать Lη
I×J×N(G

A
E);

стр. 105, 12 строка сверху: вместо Lη
I×J×N0

(GA
E) следует читать Lη

I×J×N(G
A
E);

стр. 105, 20 строка сверху: вместо Lη
I×J×N(G

A
E) следует читать Lη

I×J×N0
(GA

E);
стр. 105, 22 строка сверху: вместо {S−i}i∈I следует читать {S−i | i ∈ I};
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стр. 105, 25 строка сверху: вместо F := {Sj | j ∈ J} следует читать F := {Sj | j ∈ J} ∪ {S−i | i ∈ I};
стр. 106, 1 строка сверху: вместо ⟨LA, (◦)⟩ следует читать

⟨
L+
A, (◦)

⟩
.

Далее в статье используются обозначения и определения, введенные в [1].

2. Основные результаты

Рассмотрим конечный алфавит A := {a1, .., an} и множество слов L∗
A над этим алфавитом. Пусть, как

и ранее, ⟨L∗
A, (◦)⟩— моноид слов над алфавитом A с операцией сцепления (конкатенации) слов, 2L

∗
A— булеан

над L∗
A, а ε— пустое слово.

Пусть L1, L2 ⊆ L∗
A— языки, над алфавитом A. Стандартныи образом определим операции объединения и

сцепления языков
L1 ∪ L2 := {w | w ∈ L1 ∨ w ∈ L2},
L1 ◦ L2 := {w := w1 ◦ w1 | w1 ∈ L1 ∧ w2 ∈ L2}.

Понятно, что для любых языков L1, L2, L3 ⊆ L∗
A выполняются равенства

L1 ∪ ∅ = ∅ ∪ L1 = L1,
L1 ◦ ∅ = ∅ ◦ L1 = ∅,
L1 ◦ {ε} = {ε} ◦ L1 = L1,
L1 ◦ (L2 ∪ L3) = (L1 ◦ L2) ∪ (L1 ◦ L2),
(L2 ∪ L3) ◦ L1 = (L2 ◦ L1) ∪ (L3 ◦ L1).

В дальнейшем будем рассматривать некоммутативное полукольцо с единицей
⟨
2L

∗
A , (◦,∪)

⟩
.

2.1. Альфа-матрицы

Пусть α : 1..n× 1..m→ 2L
∗
A— тотальная функция. Обозначим αij := α(i, j).

Определение 2.1. В предыдущих обозначениях будем называть альфа-матрицей или α-матрицей (размер-
ности n×m над алфавитом A) матрицу (αij).

Обозначим Mn×m
A — множество α-матриц размерности n×m.

Пусть (α1
ij), (α

2
ij) ∈ M

n×m
A . Стандартныи образом определим операции их прямого произведения, объеди-

нения и транспонирования, полагая

(α1
ij)⊗ (α2

ij) := (α1
ij ◦ α2

ij) ∈M
n×m
A ,

(α1
ij) ⊎ (α2

ij) := (α1
ij ∪ α2

ij) ∈M
n×m
A ,

(α1
ij)

T := (α1
ji) ∈M

m×n
A .

Пусть (α1
ij) ∈ Mn×s

A , (α2
ij) ∈ Ms×m

A . Стандартныи образом определим операцию их произведения (по
правилу «строка на столбец»), полагая

(α1
ik)⊙ (α2

kj) := (αij) := (
s∪

k=1

α1
ik ◦ α2

kj) ∈Mn×m
A .

Пусть (αij) ∈Mn×n
A . Для любого m ∈ N определим (αij)

m+1 := (αij)
m ⊙ (αij) ∈Mn×n

A , где (αij)
1 := (αij).

Определим α-матрицы (εn×m
ij ) ∈Mn×m

A (δn×n
ij ) ∈Mn×n

A , полагая

εn×m
ij := {ε}, для всех i, j ∈ 1..n;

δn×n
ij :=

{
{ε}, если i = j ∧ i ∈ 1..n
∅, если i ̸= j ∧ i, j ∈ 1..n

.

Понятно, что для любой α-матрицы (αij) ∈Mn×m
A справедливы равенства

(αij)⊗ (εn×m
ij ) = (εn×m

ij )⊗ (αij) = (αij),

(αik)⊙ (δm×m
kj ) = (δn×n

ik )⊙ (αkj) = (αij).

В дальнейшем будем рассматривать некоммутативные полукольца с единицей
⟨
Mn×m

A , (⊗,⊎)
⟩

и⟨
Mn×n

A , (⊙,⊎)
⟩
.
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2.2. Представление граф-порожденных грамматик альфа-матрицами

2.2.1. Граф-порожденные грамматики вершинного типа

Напомним определение граф-порожденной грамматики [1].
Рассмотрим граф Gn

E , заданный множеством вершин V := 1..n := {1, 2, .., n} и бинарным граф-отношением
E ⊆ 1..n × 1..n. Зададим конечный алфавит A := {a1, .., an1

} мощности n1 6 n, возможно содержащий в
себе пустое слово ε, и тотальную сюръекцию ωn : 1..n→ A. Обозначим L+

n— множество непустых слов над
алфавитом 1..n.

Рассмотрим моноид ⟨L∗
A, (◦)⟩ и определим тотальную функцию ω : L+

n → L∗
A правилом

ω(⟨i0..im⟩) = ω(i0i1 . . . im) := ωn(i0) ◦ ωn(i1) ◦ . . . ◦ ωn(im) = w ∈ L∗
A.

Обозначим Lv
i,j,m(Gn

E) ⊂ L+
n – множество маршрутов в вершинной форме длины m на графе Gn

E из вер-
шины i в вершину j. В случае m = 0 для любого j ∈ 1..n полагаем Lv

i,j,0(G
n
E) := {i}.

Рассмотрим функцию Ω : 2L
+
n → 2L

∗
A , индуцированную функцией ω:

Ω(L) := {w := ω(i0i1 . . . im) | i0i1 . . . im ∈ L ⊆ L+
n } ⊆ L∗

A.

Определение 2.2. В предыдущих обозначениях будем называть граф-порожденными языками или G-язы-
ками (над алфавитом A) языки

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)),

где ∅ ̸=M ⊆ 1..n×1..n×N0. В случае одноэлементных множеств M = {(i0, j0,m0)} соответствующие G-языки
будем обозначать Lv

i0,j0,m0
(Gn

E ,A, ωn).
Граф-порожденными грамматиками или G-грамматиками (над алфавитом A) будем называть четверки

⟨Gn
E ,A, ωn,M⟩.

Языки и грамматики, фигурирующие в определении 2.2. будем также называть G-языками и G-грамма-
тиками вершинного типа или v-типа, а граф Gn

E— порождающим графом.

Рассмотрим граф-порожденную грамматику ⟨Gn
E ,A, ωn,M⟩ и ее порождающий граф Gn

E .
Пусть (gnij)— матрица смежности вершин графа Gn

E . Определим α-матрицу (αgn

ij ) ∈M
n×n
A , полагая

αgn

ij :=

{
{ωn(i)}, если gnij = 1 ∧ i, j ∈ 1..n
∅, если gnij = 0 ∧ i, j ∈ 1..n

.

Определим α-матрицу (αA
ij) ∈M

n×n
A , полагая

αA
ij := {ωn(i)}, для всех i, j ∈ 1..n.

Рассмотрим α-матрицу (α1
ij) := (αgn

ij )⊗ (αA
ij)

T . Понятно, что

α1
ij =

{
{ω(ij)}, если gnij = 1
∅, если gnij = 0

.

Таким образом, элемент α-матрицы α1
ij содержит слово языка Lv

i,j,1(G
n
E ,A, ωn), соответствующее маршруту

длины 1 на графе Gn
E из вершины i в вершину j, если такой маршрут существует, и пуст, в противном

случае.
Рассмотрим α-матрицу (α2

ij) := (αgn

ij )
2 ⊗ (αA

ij)
T . Понятно, что

α2
ij =

∪
gn
ik=1∧gn

kj=1

{ω(ikj)}.

Таким образом, элемент α-матрицы α2
ij содержит все слова языка Lv

i,j,2(G
n
E ,A, ωn), соответствующие маршру-

там длины 2 на графе Gn
E из вершины i в вершину j, если такие маршруты существуют, и пуст, в противном

случае.
Аналогичным образом рассматривая α-матрицу (αm

ij ) := (αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , получаем, что ее элемент αm

ij

содержит все слова языка Lv
i,j,m(Gn

E ,A, ωn), соответствующие маршрутам длины m из на графе Gn
E вершины

i в вершину j, если такие маршруты существуют, и пуст, в противном случае.

В терминах G-языков вершинного типа сказанное означает то, что справедлива следующая
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Лемма 2.1. G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αA
ij), если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Замечание 2.1. В определении 2.2 единственный маршрут нулевой длины из вершины i в вершину
j на графе Gn

E полагается равным самой вершине i для любого значения j ∈ 1..n. В [1] показано, что
определенный таким образом G-язык вершинного типа, является регулярным.

В действительности, G-язык вершинного типа остается регулярным и в том случае, если считать, что

Lv
i,j,0(G

n
E) :=

{
{i}, если (i, j) ∈ E
∅, если (i, j) /∈ E .

Распознающий такой язык конечный автомат можно определить следующим образом:

S := {S−i | i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E} ∪ {S0, S1, . . . , Sn, Sn+1};
X := A;
s0 := S0;

δ(s0, ωn(i)) :=

{
S−i, если i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E
Sn+1, если i ∈ 1..n ∧ i /∈ I ;

δ(Si, ωn(j)) :=

{
Sj , если i, j ∈ 1..n ∧ (i, j) ∈ E
Sn+1, если i, j ∈ 1..n ∧ (i, j) /∈ E ;

δ(S−i, ωn(j)) := δ(Si, ωn(j)), если i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E;
δ(Sn+1, ωn(i)) := Sn+1, если i ∈ 1..n;
F := {Sj | j ∈ J} ∪ {S−i | i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E}.

Для подобных языков справедлива
Лемма 2.2. Определенный в текущем замечании G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αgn

ij ), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0}
.

Пример 2.1.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , заданный граф-отношением

E := {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4)} ⊂ 1..4× 1..4,

и его матрицу смежности вершин

(g4ij) :=


0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Зададим алфавит A := {a, b} и тотальную сюръекциию ω3 : 1..4→ A, полагая

ω4(1) := a, ω4(2) := b, ω4(3) := a, ω4(4) := a.

В данном случае порождающие матрицы (αg4

ij ), (αA
ij), фигурирующие в формулировке леммы 2.1, будут

иметь вид

(αg4

ij ) :=


∅ {a} {a} ∅
∅ ∅ ∅ {b}
∅ ∅ ∅ {a}
∅ ∅ ∅ ∅

 , (αA
ij) :=


{a} {a} {a} {a}
{b} {b} {b} {b}
{a} {a} {a} {a}
{a} {a} {a} {a}

 .

Непустые множества маршрутов в вершинной форме длины m > 0 на графе G4
E и соответствующие им
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языки имеют вид
Lv
1,2,1(G

3
E) = {1 2},

Lv
1,3,1(G

3
E) = {1 3},

Lv
2,4,1(G

3
E) = {2 4},

Lv
3,4,1(G

3
E) = {3 4},

Lv
1,4,2(G

3
E) = {12 4, 13 4},

Lv
1,2,1(G

4
E ,A, ω4) = {ab} = α1

12,
Lv
1,3,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

13,
Lv
2,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {ba} = α1

24,
Lv
3,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

34,
Lv
1,4,2(G

4
E ,A, ω4) = {aaa, aba} = α2

14,

где

(α1
ij) := (αg4

ij )⊗ (αA
ij)

T =


∅ {ab} {aa} ∅
∅ ∅ ∅ {ba}
∅ ∅ ∅ {aa}
∅ ∅ ∅ ∅

 ,

(α2
ij) := (αg4

ij )
2 ⊗ (αA

ij)
T =


∅ ∅ ∅ {aaa, aba}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 .

2.2.2. Лемма о прямом произведении

Пусть (αij), (βij) ∈Mn×n
A — α-матрицы размерности n× n над алфавитом A, причем ∀i1, i2, j ∈ 1..n βi1j =

= βi2j , то есть все элементы, находящиеся в одном столбце матрицы (βij) совпадают.
Рассмотрим α-матрицу (γij) ∈M2n×2n

A , элементы которой определены правилом

γij :=

 αij , если i, j ∈ 1..n
βii, если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)

.

Обозначим

(αm
ij ) := (αij)

m = (αij)
m−1 ⊙ (αij) = (

n∪
k=1

αm−1
ik ◦ αkj),

(γmij ) := (γij)
m = (γij)

m−1 ⊙ (γij) = (
2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj),

(ηmij ) := (αij)
m ⊗ (βij) = (αm

ij ◦ βij).
Понятно, что если i, j ∈ 1..n и m > 1, то

γmij :=

2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

αm−1
ik ◦ αkj = αm

ij .

Если же i ∈ 1..n ∧ j ∈ n+ 1..2n, то

γmij :=

2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj = γm−1

ij ◦ βjj = αm−1
ij ◦ βij = ηm−1

ij .

Положим γ̃mij := γmi(j+n), при i, j ∈ 1..n, и рассмотрим α-матрицу (γ̃mij ) ∈M
n×n
A , являющуюся подматрицей

матрицы (γmij ).
В силу ранее сказанного справедлива
Лемма 2.3. С учетом введенных обозначений при m > 1 имеет место равенство

(αij)
m ⊗ (βij) = (γ̃m+1

ij ).

Из лемм 2.1–2.3 вытекают

Следствие 2.1. G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij =

∪
(i,j,m)∈M ′

γmij ,
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где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αA
ij), если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× {0} ,

γij :=

 αgn

ij , если i, j ∈ 1..n

αA
ii , если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)

,

M ′ :=

{
{(i, j + n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N
{(i, i+ n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Следствие 2.2. Определенный в замечании 3.1 G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij =

∪
(i,j,m)∈M ′

γmij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N
(αgn

ij ), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0}
.

M ′ :=

{
{(i, j + n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N
{(i, j,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Следствие 2.3. Лемма 2.3 и следствия 2.1, 2.2 остаются справедливыми, если определять элементы
α-матрицы (γij) ∈M2n+k×2n+k

A при произвольном k ∈ N правилом

γij :=


αij , если i, j ∈ 1..n
αA
ii , если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)
∅, если i ∈ 2n+ 1..2n+ k ∧ j ∈ 1..2n
∅, если i ∈ 1..2n+ k ∧ j ∈ 2n+ 1..2n+ k

.

Пример 2.2.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , α-матрицу и G-языки вершинного типа, определенные в примере
2.1. Соответствующая им матрица (γij), фигурирующая в формулировке следствия 2.1, будет иметь вид

(γij) :=



∅ {a} {a} ∅ {a} ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {b} ∅ {b} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {a} ∅ ∅ {a} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {a}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

При этом выполняются легко проверяемые равенства

Lv
1,2,1(G

4
E ,A, ω4) = {ab} = α1

12 = γ216,
Lv
1,3,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

13 = γ217,
Lv
2,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {ba} = α1

24 = γ228,
Lv
3,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

34 = γ238,
Lv
1,4,2(G

4
E ,A, ω4) = {aaa, aba} = α2

14 = γ318,

где

(γ2ij) := (γij)
2 =



∅ ∅ ∅ {aa, ab} ∅ {ab} {aa} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {ba}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {aa}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,
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(γ3ij) := (γij)
3 =



∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {aaa, aba}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

а матрицы (α1
ij), (α2

ij) определены в примере 2.1.

2.2.3. Граф-порожденные грамматики реберного типа

Наряду с маршрутами в вершинной форме на графе Gn
E рассмотрим маршруты в реберной форме. Марш-

рут в реберной форме на графе Gn
E из вершины i0 в вершину im будем обозначать ⟨[i0i1]..[im−1im]⟩ :=

= (i0, i1), (i1, i2), .., (im−2, im−1), (im−1, im) ∈ L+
E

Обозначим Le
i,j,m(Gn

E) ⊂ L
+
E– множество маршрутов в реберной форме длины m из вершины i в вершину

j. В отличие от предыдущего будем рассматривать только маршруты ненулевой длины.
Как и ранее, зададим конечный алфавит A := {a1, .., an1} мощности n1 6 |E| возможно содержащий в

себе пустое слово ε, и тотальную сюръекцию ωE : E → A.
Определим тотальную функцию ω : L+

E → L∗
A правилом

ω(⟨[i0i1]..[im−1im]⟩) := ωE((i0, i1)) ◦ ωE((i1, i2)) ◦ . . . ◦ ωE((im−1, im)) = w ∈ L∗
A.

Рассмотрим функцию Ω : 2L
+
E → 2L

∗
A , индуцированную функцией ω.

Определение 2.3. В предыдущих обозначениях будем называть граф-порожденными языками реберного
типа или G-языками e-типа (над алфавитом A) языки

Le
M (Gn

E ,A, ωE) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Le
i,j,m(Gn

E)),

где ∅ ≠M ⊆ 1..n×1..n×N. В случае одноэлементных множеств M = {(i0, j0,m0)} соответствующие G-языки
будем обозначать Le

i0,j0,m0
(Gn

E ,A, ωE).
Граф-порожденными грамматиками реберного типа или G-грамматиками e-типа (над алфавитом A)

будем называть четверки ⟨Gn
E ,A, ωE ,M⟩.

Определим α-матрицу (αgn

ij ) ∈M
n×n
A , полагая

αgn

ij :=

{
{ωE((i, j))}, если gnij = 1 ∧ i, j ∈ 1..n
∅, если gnij = 0 ∧ i, j ∈ 1..n

.

Проводя рассуждения, аналогичные проведенным при обосновании справедливости леммы 2.1, легко по-
казать, что справедлива

Лемма 2.4. G-язык реберного типа допускает представление

Le
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где (αm
ij ) := (αgn

ij )
m.

Пример 2.3.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , определенный в примере 2.1. Зададим алфавит A := {a, b, c} и то-
тальную сюръекциию ω3 : E → A, полагая

ωE((1, 2)) := a, ωE((1, 3)) := b, ωE((2, 4)) := c, ωE((3, 4)) := c.

Матрица (αg4

ij ), фигурирующая в формулировке леммы 2.4, будет иметь вид

(αg4

ij ) :=


∅ {a} {b} ∅
∅ ∅ ∅ {c}
∅ ∅ ∅ {c}
∅ ∅ ∅ ∅

 ,
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Непустые множества маршрутов в реберной форме длины m > 0 на графе G4
E и соответствующие им

языки имеют вид
Le
1,2,1(G

3
E) = {(1, 2)},

Le
1,3,1(G

3
E) = {(1, 3)},

Le
2,4,1(G

3
E) = {(2, 4)},

Le
3,4,1(G

3
E) = {(3, 4)},

Le
1,4,2(G

3
E) = {(1, 2)(2, 4); (1, 3), (3, 4)},

Le
1,2,1(G

4
E ,A, ωE) = {a} = α12,

Le
1,3,1(G

4
E ,A, ωE) = {b} = α13,

Le
2,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α24,

Le
3,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α34,

Le
1,4,2(G

4
E ,A, ωE) = {ac, bc} = α2

14,

где

(α2
ij) := (αij)

2 =


∅ ∅ ∅ {ac, bc}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 .

2.3. Лемма о вершинном представлении

Определение 2.4. Будем назыаать α-матрицу (αij) ∈Mn×m
A матрицей вершинного типа, если

∀i ∈ 1..n, j1, j2 ∈ 1..m αij1 = αij2 .

Рассмотрим матрицу (αij) ∈Mn×n
A и определим алфавит A :=

n∪
i,j=1

αij .

Непустые элементы матрицы (αij) будем интерпретировать как метки соответствующих ребер (i, j) ∈ E :=
= {(i, j) | αij ̸= ∅} графа Gn

E .
Если определить тотальную сюръекцию ωE : E → A правилом ωE((i, j)) := αij ̸= ∅, то в силу леммы 2.3

порожденные этим графом языки реберного типа будут иметь представление

Le
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где (αm
ij ) := (αij)

m.
Обозначим di— количество непустых элементов в i-ой строке матрицы (αij). Понятно, что |E| =

∑n
i=1 di =

= d. Занумеруем ребра графа Gn
E в порядке появления соответвующих им непустых элементов в строках

матрицы (αij), начиная с первой строки. Таким образом, первые d1 ребер будут иметь вид (1, js) s ∈ 1..m1,
следующие d2 ребер будут иметь вид (2, js) s ∈ d1 + 1..d1 + d2, и т.д.

На множестве E зададим бинарное отношение R ⊆ E × E, полагая, что ребра es := (is, js), ek := (ik, jk)
находятся в отношении R, если js = ik, то есть, если ребро es входит в вершину js, а ребро ek исходит из
нее.

На множестве вершин 1..d зададим граф-отношение ER, полагая (s, k) ∈ ER, если (es, ek) ∈ R.
Определим граф Gd

ER
. Понятно, что k-ой вершине графа Gd

ER
соответствует k-ое ребро графа Gn

E . За-
дадим метки вершин графа Gm

ER
в соответствии с метками ребер графа Gn

E , то есть определим тотальную
сюръекцию ωd : 1..d→ A, полагая

ωd(s) := αisjs для всех s ∈ 1..d,

где (is, js) = es— s-ое ребро графа Gn
E .

Пусть (gdsk)— матрица смежности вершин графа Gd
ER

. Как и ранее, определим α-матрицу (αgd

sk), полагая

αgd

sk :=

{
{ωd(s)}, если gdsk = 1 ∧ s, k ∈ 1..d
∅, если gdsk = 0 ∧ s, k ∈ 1..d

.

Рассмотрим ребро es := (is, js) графа Gn
E , исходящее из вершины is и входящее в вершину js. В этом

случае αisjs = ωE((is, js)) ̸= ∅. Если существует ребро ek := (js, jk) графа Gn
E , исходящее из вершины js и

входящее в вершину jk, то αgd

sk = ωd(s) = αisjs = ωE((is, js)) ̸= ∅, в противном случае αgd

sk = ∅.
Таким образом, элемент α-матрицы αgd

sk содержит слово языка Le
is,js,1

(Gn
E ,A, ωn), соответствующее марш-

руту длины 1 в реберной форме на графе Gn
E из вершины is в вершину js, если существует маршрут длины
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2 из вершины is через вершину js в некоторую вершину jk, и пуст, в противном случае. Это слово так-
же принадлежит языку Lv

s,k,0(G
d
ER
,A, ωd), то есть соответствует маршруту длины 0 в вершинной форме из

вершины s в вершину k на графе Gd
ER

, если полагать, что этот путь равен s для любой вершины k ∈ 1..d.
Если, как и ранее при доказательстве леммы 2.1, определить α-матрицу (αA

sk) ∈M
d×d
A , полагая

αA
sk := {ωd(s)},для всех s, k ∈ 1..d,

и рассмотреть α-матрицу (α1
sk) := (αgd

sk)⊗ (αA
sk)

T , то

α1
sk =

{
{ω(sk)}, если gdsk = 1
∅, если gdsk = 0

.

Таким образом, элемент α-матрицы α1
sk содержит единственное слово языка Lv

s,k,1(G
d
ER
,A, ωd), соответствую-

щее маршруту длины 1 в вершинной форме на графе Gd
ER

из вершины s в вершину k, если такой маршрут
существует, и пуст, в противном случае. Этому маршруту соответствует маршрут длины 2 в реберной форме
на графе Gn

E из вершины is через вершину js в вершину jk, и, как следствие, слово α1
sk также принадлежит

языку Le
is,jk,2

(Gn
E ,A, ωn).

Рассмотрим α-матрицы (αm
ij ) := (αij)

m, (αm
sk) := (αgd

sk)
m ⊗ (αA

sk)
T .

Обозначим −→S (i) := {s | es = (i, j)}— множество индексов ребер графа Gn
E , исходящих из вершины i, и

←−
K(j) := {k | ek = (i, j)}— множество индексов ребер графа Gn

E , входящих в вершину j. Понятно, что −→S (i) =

= {s |
∑i−1

m=1 dm < s 6
∑i

m=1 dm}.
Рассуждая аналогично предыдущему, можно показать, что при m > 1

αm
ij =

∪
s∈
−→
S (i)∧k∈

←−
K (j)

αm−1
sk .

Из сказанного, а также из леммы 2.3 о прямом произведении и ее следствий вытекает

Лемма 2.5. С учетом введенных обозначений при m > 1 имеет место равенство

αm
ij =

∪
s∈
−→
S (i)∧k∈

←−
K (j)

γms(k+d),

где элементы матрицы вершинного типа (γsk) ∈M2d+1×2d+1
A заданы правилом

γsk :=


αsk, если s, k ∈ 1..d
αA
ss, если s ∈ 1..d ∧ k = d+ s
∅, если (s ∈ 1..d ∧ k ̸= d+ s) ∨ (s, k ∈ d+ 1..2d)
∅, если s = 2d+ 1 ∧ k ∈ 1..2d
∅, если s ∈ 1..2d+ 1 ∧ k = 2d+ 1

,

и (γmsk) := (γsk)
m.

Кроме того,

αij :=

{
γs(s+d), если (i, j) = es ∈ E
γ(2d+1)(2d+1), если (i, j) /∈ E .

Пример 2.4.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , α-матрицу и G-языки реберного типа, определенные в примере 2.3.
Примем следующую нумерацию ребер графа G4

E :

e1 := (1, 2), e2 := (1, 3), e3 := (2, 4), e4 := (3, 4).

Бинарные отношения R ⊂ E×E и ER ⊂ 1..4×1..4, фигурирующие в предыдущих рассуждениях, будут иметь
вид:

R := {(e1, e3), (e2, e3)},
ER := {(1, 3), (2, 3)}.

В этом случае

(αg4

sk) =


∅ ∅ {a} ∅
∅ ∅ ∅ {b}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 , (αA
sk) =


{a} {a} {a} {a}
{b} {b} {b} {b}
{c} {c} {c} {c}
{c} {c} {c} {c}

 ,

−→
S (1) = {1, 2},−→S (2) = {3},−→S (3) = {4},−→S (4) = ∅,
←−
K(1) = ∅,←−K(2) = {1},←−K(3) = {2},←−K(4) = {3, 4}.
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Соответствующая им матрица (γsk), фигурирующая в формулировке леммы 2.5, будет иметь вид

(γsk) :=



∅ ∅ {a} ∅ {a} ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {b} ∅ {b} ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {c} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {c} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


.

При этом выполняются легко проверяемые равенства

Le
1,2,1(G

4
E ,A, ωE) = {a} = α12 = γ15,

Le
1,3,1(G

4
E ,A, ωE) = {b} = α13 = γ26,

Le
2,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α24 = γ37,

Le
3,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α34 = γ48,

Le
1,4,2(G

4
E ,A, ωE) = {ac, bc} = α2

14 =
∪

s∈{1,2}∧k∈{3,4} γ
2
s(k+4),

где

(γ2sk) := (γsk)
2 =



∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {ac} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {bc} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

а матрицы α1
ij), (α2

ij) определены в примере 2.3.

Непосредственным следствием леммы 2.5 является

Лемма 2.6. Классы G-языков вершинного и реберного типов совпадают.

Пример 2.5.
Раcсмотрим порождающий граф G2

E , заданный граф-отношением

E := {(1, 2)} ⊂ 1..2× 1..2,

с матрицей смежности вершин

(g2ij) :=

(
0 1
0 0

)
.

Зададим алфавит A := {a, ε} и тотальные сюръекции ω2 : 1..2→ A, ω2 : E → A, полагая

ω2(1) := ε, ω2(2) := a; ωE((1, 2)) := ε.

В данном случае матрицы (αg2

ij ), (α
A
ij), (α

g2

ij ), фигурирующие в формулировках лемм 2.1 и 2.4 будут иметь
вид

(αg2

ij ) :=

(
∅ {ε}
∅ ∅

)
, (αA

ij) :=

(
{ε} {ε}
{a} {a}

)
, (αg2

ij ) :=

(
∅ {ε}
∅ ∅

)
.

Понятно, что Lv
1,1,0(G

2
E ,A, ω2) = {ε} и Le

1,1,1(G
2
E ,A, ωE) = {ε}.

Пример 2.6.
Раcсмотрим алфавит A и непустое слово w ∈ L+

A длины |w| = n.
Зададим вспомогательный алфавит A1 := {w[i] | i = 1..n}, где w[i]— i-ая буква слова w.
Зададим порождающий граф Gn

E при помощи граф-отношения

E := {(1, 2), (2, 3), .., (i− 1, i), .., (n− 1, n)} ⊂ 1..n× 1..n,

и определим тотальную сюръекцию ωn : 1..n→ A1, полагая

ωn(i) := w[i], для всех i ∈ 1..n.

Понятно, что Lv
1,n,n−1(G

n
E ,A1, ωn) = {w}.
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Также зададим порождающий граф Gn+1
E при помощи граф-отношения

E := {(1, 2), (2, 3), .., (i− 1, i), .., (n, n+ 1)} ⊂ 1..n+ 1× 1..n+ 1.

и определим тотальную сюръекцию ωn+1 : E → A1, полагая

ωE((i, i+ 1)) := w[i], для всех i ∈ 1..n.

Понятно, что Le
1,n+1,n(G

n+1
E ,A1, ωE) = {w}.

Непосредственно из результатов примеров 2.5, 2.6 следует

Лемма 2.7. Любой конечный язык над алфавитом A является G-языком (вершинного, реберного типа).

2.4. Матрично порожденные грамматики
Способ представления G-языков при помощи элементов степеней α-матриц специального вида допускает

естественное обобщение на случай произвольных языков.
С учетом предыдущих результатов, дадим следующее

Определение 2.5. Пусть {(αij)s}∞s=1— последовательность α-матриц согласованных размерностей над алфа-
витом A, то есть (αij)s ∈Mns×ms

A и ns+1 = ms. Матрично порожденными языками или Mα-языками (над
алфавитом A) будем называть языки

LM ({(αij)s}∞s=1 ,A) :=
∪

(i,j,k)∈M

αk
ij ,

где M ⊆ 1..n1 × 1..mk × N и

(αk
ij) :=

k⊙
s=1

(αij)s := (αis1)1 ⊙ ..⊙ (αsk−1j)k.

В случае одноэлементного множества M = {(i0, j0, k0)} соответствующие Mα-языки будем обозначать
Li0,j0,k0

({(αij)s}∞s=1 ,A).
Матрично порожденными грамматиками или Mα-грамматиками (над алфавитом A) будем называть

тройки
⟨
{(αij)s}∞s=1 ,A,M

⟩
. Матрицы (αij)s будем называть базисными порождающими матрицами.

Пример 2.7.
При произвольном M ⊆ 1..3× 1..3× N определим Mα-грамматики полагая

(αij)2s :=

 {aa} {a, aba} ∅
{bbb, aaa, ab} ∅ {b}

∅ {ε} {ε, a, b}

 ,

(αij)2s+1 :=

 {ab, ε} {b} {ε}
{a, b, ε} {a} L∗

A
{bb, aa} {ε} {ε}

 .

При исследовании матрично порожденных грамматик естественно использовать графовые интерпретации
базисных матриц (α

(s)
ij ) := (αij)s, а именно, в случае ns = ms можно трактовать их непустые элементы, как

вершинные или реберные метки Gns

E(α(s))
, заданого граф-отношением

E(α(s)) := {(i, j) | α(s)
ij ̸= ∅} ⊆ 1..ns × 1..ns.

В случае ns ̸= ms рассматриваются ребра соответствующих двудольных графов.
Нетрудно понять, что G-языки обоих типов являются частным случаем Mα-языков, а приведенные выше

леммы при соответствующих ограничениях допускают обобщение на случай α-матриц общего вида.
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V.P. Tsvetov2

ALPHA-MATRIX AND GRAPH-GENERATED GRAMMARS

In this paper we consider the extension of graph-generated grammars based on their matrix representations.
We study two classes of graph-generated grammars associated with the vertex and edge marking of graphs.
We define alpha-matrices over a semiring of languages specified by finite alphabet A and then define the
corresponding matrix algebras. These concepts are then used for constructive representation of graph-generated
languages and research of their equivalence. We define a matrix-generated grammars as a natural superclass
of graph-generated grammars. All the proofs are illustrated by examples.

Key words: semirings of languages, formal grammars, generative grammars, graph theory, paths in graphs,
labeled graphs, graph-generated grammars, matrix-generated grammars.
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