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УДК 517.95

О.М. Кечина1

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральными условиями для дифференциального
уравнения в частных производных третьего порядка. Доказано существование единственного классиче-
ского решения задачи в прямоугольной области. Доказательство проводится методом ”вспомогательных
задач”. Сначала решается задача для уравнения первого порядка относительно вновь введенной функции.
Затем доказывается однозначная разрешимость интегрального аналога задачи Гурса для гиперболическо-
го уравнения второго порядка эквивалентным сведением задачи к интегральному уравнению Вольтерра
второго рода.

Ключевые слова: нелокальная задача, уравнение в частных производных третьего порядка, инте-
гральные условия.

Введение
Задачи с нелокальными условиями для дифференциальных уравнений в частных производных различных

порядков в настоящее время активно изучаются. Полученные результаты отражены в большом количестве
статей, некоторые из которых, а именно, опубликованные в последние несколько лет, мы здесь отметим
[1–11], Одним из интересных направлений исследований уравнений в частных производных является изуче-
ние различных задач для уравнений с доминирующей смешанной производной. Таким задачам для уравне-
ния второго порядка,например, посвящена работа Л.С. Пулькиной [1]. В последнее время появились работы
В.И. Жегалова и Е.А. Уткиной [2–4], в которых рассмотрены нелокальные задачи для уравнений третье-
го и четвертого порядков. В статьях А.Н. Миронова [5; 6], иследуются задачи для уравнений третьего и
четвертого порядков. В работах Асановой [7; 8] рассматриваются нелокальные задачи для систем гипер-
болических уравнений со смешанными производными, исследуются вопросы существования единственного
классического решения нелокальной задачи с интегральными условиями для системы гиперболических урав-
нений в прямоугольной области и способы его построения. Нелокальная задача с интегральными условиями
сводится к эквивалентной задаче, состоящей из задачи Гурса для системы гиперболических уравнений с
функциональными параметрами и функциональным соотношениям. Нелокальные задачи с интегральными
условиями для уравнений третьего порядка исследованы такжев работах Бештокова М.Х., Лукиной Г.А.,
Кожанова А.И. [9–11].

1. Постановка задачи
В прямоугольной области Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} рассмотрим уравнение(

α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
(uxy + (A(x, y)u)x + (B(x, y)u)y + C(x, y)u) = f(x, y), (1.1)

(где α и β — отличные от нуля постоянные), и поставим следующую задачу: найти решение уравнения (1.1),
удовлетворяющее условию

ux(0, y) = ν(y), 0 6 y 6 b (1.2)

и интегральным условиям ∫ a

0

u(x, y)dx = ψ(y), 0 6 y 6 b, (1.3)∫ b

0

u(x, y)dy = φ(x), 0 6 x 6 a. (1.4)
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Под классическим решением поставленной задачи будем понимать функцию u(x, y) ∈ C1(Ω̄)∩C3(Ω), удо-
влетворяющую уравнению (1.1) и условиям (1.2)–(1.4).

2. Разрешимость задачи
Рассмотрим сначала случай

Ax(0, y) +By(0, y) +B(0, y) = 0, C(0, y) = 0,

Теорема. Пусть выполняются условия:

A(x, y), B(x, y), C(x, y),∈ C2(Ω̄), f(x, y) ∈ C1(Ω̄),

Ay > 0, Bx > 0, Cxy > 0,

AyBx − C2 > 0,

φ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),

ν(y) ∈ C2[0, b].

Тогда существует единственное классическое решение задачи (1.1)–(1.4) .
Доказательство. Обозначим

w(x, y) = uxy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u (2.1)

и рассмотрим вспомогательную задачу относительно новой введенной функции.
Вспомогательная задача: найти решение уравнения

α
∂w

∂x
+ β

∂w

∂y
= f(x, y), (2.2)

удовлетворяющее условию
w(0, y) = ν′(y) +A(0, y)ν(y). (2.3)

Соответствующая этому дифференциальному уравнению в частных производных первого порядка система
обыкновенных дифференциальных уравнений

dx

α
=
dy

β
=

dw

f(x, y)
.

находя первые интегралы этой системы, получим общее решение уравнения (2.2)

Φ

(
y − β

α
x,w − 1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ

)
= 0, (2.4)

где Φ — произвольная непрерывно дифференцируемая функция.
Так как w(x, y) входит только в один из первых интегралов, то, следуя [12], получим общее решение

уравнения (2.2) в явном виде

w(x, y) = H(y − β

α
x) +

1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ, (2.5)

где H — произвольная непрерывно дифференцируемая функция
Из (2.5) следует, что

w(0, y) = H(y).

Учитывая условие (2.3), получили, что

H(y) = ν′(y) +A(0, y)ν(y), (2.6)

а тогда

w(x, y) = ν′(y − β

α
x) +A(0, y − β

α
x)ν(y − β

α
x) +

1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ (2.7)

является решением вспомогательной задачи для уравнения (2.2) с условием (2.3), принадлежащим классу
C2(Ω̄)

Таким образом, мы приходим к задаче отыскания функции u(x, y) — решения уравнения

uxy + (A(x, y)u)x + (B(x, y)u)y + C(x, y)u = w(x, y), (2.8)

удовлетворяющей интегральным условиям (1.3) и (1.4), где w(x, y) определяется соотношением (2.7).
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Эта задача является интегральным аналогом задачи Гурса. В простейшем случае, а именно при A =
= B = C = 0, задача рассматривалась в [13]. В [14] разрешимость доказана для общего уравнения: было
показано, что задача имеет единственное классическое решение из C1(Ω̄)∩C2(Ω), если выполняются условия:

A(x, y), B(x, y), C(x, y),∈ C1(Ω̄), Cxy, w(x, y) ∈ C(Ω̄),
Ay > 0, Bx > 0, Cxy > 0, AyBx − C2 > 0,

φ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),∫ a

0

φ(x)dx =

∫ b

0

ψ(y).

Для доказательства единственности решения покажем, что соответствующая однородная задача имеет
только тривиальное решение. Пусть φ(x) = 0, ψ(y) = 0. Пусть φ(x) = 0, ψ(y) = 0. Умножим уравнение (2.8)
с w(x, y) = 0 на функцию

∫ y

0

∫ x

0
u(ξ, η)dξdη и полученное равенство проинтегрируем по области Ω.

Проинтегрировав каждое слагаемое дважды по частям с учетом однородных условий, получим
b∫

0

a∫
0

u2(x, y)dxdy +
1

2

b∫
0

a∫
0

Cxy

 y∫
0

x∫
a

u(ξ, η)dξdη

2

dxdy+

+
1

2

b∫
0

a∫
0

Ay(x, y)

 y∫
0

u(x, η)dη

2

−

−2C(x, y)
y∫

0

u(x, η)dη

x∫
0

u(ξ, y)dξ +Bx(x, y)

 x∫
a

u(ξ, y)dξ

2
 dxdy = 0

Выражение, стоящее в левой части равенства, неотрицательно. Оно обращается в нуль только в случае
равенства нулю функции u(x, y).

Так как однородная задача имеет только нулевое решение, то соответствующая неоднородная задача имеет
единственное решение.

Существование решения доказывается в несколько этапов. Сначала показывается, что поставленная задача
эквивалентна нагруженному интегральному уравнению.

u(x, y)− 1

a

a∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdx− 1

a

a∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdx−

−1

b

b∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdy − 1

b

b∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdy+

+
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdydx+
1

ab

a∫
0

b∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdydx+

+

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dη +

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξ +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdydx−

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdy+

+

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdη = F (x, y),

где

F (x, y) =
1

b
φ(x) +

1

a
ψ(y)− 1

2ab

a∫
0

φ(x)dx− 1

2ab

b∫
0

ψ(y)dy−

−
y∫

0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη − 1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx−
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−1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx.

Затем полученное нагруженное уравнение сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода
с непрерывным в Ω̄ ядром и правой частью

ũ(x, y) +

x∫
0

B(ξ, y)ũ(x, y)dξ = H(x, y), (2.9)

где

ũ(x, y) = u(x, y) +

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dη, (2.10)

H(x, y) =

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx− (2.11)

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy +

y∫
0

x∫
0

[B(ξ, y)A(x, η)− C(ξ, η)]u(ξ, η)dξdη.

Рассматривая u(x, y) как решение уравнения (2.9), придем к уравнению относительно u(x, y):

u(x, y) =

y∫
0

x∫
0

H̃(ξ, η, x, y)u(ξ, η)dξdη + G̃(x, y), (2.12)

с непрерывными в Ω̄ ядром и правой частью, H̃(ξ, η, x, y) выражается через коэффициенты уравнения (2.2),
а функция G̃(x, y) — через w(x, y). [14]

H̃(ξ, η, x, y) = D(ξ, η, x, y)−H1(ξ, η, x, y)−H2(ξ, η, x, y) +H3(ξ, η, x, y),

D(ξ, η, x, y) = B(ξ, y)A(x, η)− C(ξ, η),

H1(ξ
′, η, x, y) =

x∫
ξ′

RB(ξ, y,−1)D(ξ′, η, ξ, y)dξ,

H2(ξ, η
′, x, y) =

y∫
η′

RA(x, η,−1)D(ξ, η′, x, η)dη,

H3(ξ
′, η′, x, y) =

x∫
ξ′

y∫
η′

RA(x, η,−1)RB(ξ, η,−1)D(ξ′, η′, ξ, η)dηdξ,

RB(ξ, y,−1) — резольвента ядра B(ξ, y) уравнения (2.9), RA(x, η,−1) — резольвента ядра A(x, η) уравнения
(2.10).

G̃(x, y) = G(x, y)−
x∫

0

RB(ξ, y,−1)G(ξ, y)dξ −
y∫

0

RA(x, η,−1)G(x, η)dη+

+

y∫
0

RA(x, η,−1)
x∫

0

RB(ξ, η,−1)G(ξ, η)dξdη,

G(x, y) =

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx−

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy.

Уравнение (2.12) имеет единственное решение u(x, y) [15]. При выполнении условий теоремы сформу-
лированные условия существования и единственности решения задачи будут справедливы. Следовательно,
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можем сделать вывод об однозначной разрешимости исходной задачи. В силу эквивалентности задачи (2.8),
(1.3), (1.4) и уравнения (2.12) решение интегрального уравнения (2.12) является решением задачи (2.8), (1.3),
(1.4), а так как эта задача эквивалентна исходной задаче, то и решением исходной задачи.

Так как в силу условий теоремы функции H̃(ξ, η, x, y), G̃(x, y) имеют непрерывные производные второго
порядка H̃xx, H̃xy, H̃yy, G̃xx, G̃xy, G̃yy и третьего порядка H̃xyx, H̃xyy, G̃xyx, G̃xyy, можно убедиться, что суще-
ствуют непрерывные производные третьего порядка uxyx(x, y), uxyy(x, y) и второго: uxx(x, y) и uyy(x, y).
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O.M. Ketchina2

ON SOLVABILITY OF NONLOCAL PROBLEM FOR THIRD-ORDER
EQUATION

In this paper nonlocal problem with integral conditions for partial differential equation of the third order is
considered. The existence of a unique classical solution is proved in rectangular domain. The proof is carried
out by the method of auxiliary problems. At first the problem for a new function for partial differential
equation of the first order is considered. Then the solvability of integral analogue of Goursat problem for
hyperbolic equation of the second order is proved by equivalent reduction of the problem to the Volterra
integral equation of the second kind.

Key words: nonlocal problem, partial differential equation of the third order, integral conditions.
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