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ФУНКЦИЯ РАЗМЫТИЯ ТОЧКИ
ЧЕТЫРЕХВОЛНОВОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ

В РЕЗОНАНСНОЙ СРЕДЕ С УЧЕТОМ
РАСХОДИМОСТИ ОДНОЙ ИЗ ВОЛН НАКАЧКИ1

c© 2011 А.А. Акимов, Е.В. Воробьева, В.В. Ивахник2

Для четырехволнового преобразователя излучения в резонансной среде,
моделируемой четырехуровневой схемой энергетических уровней, получено
выражение для функции размытия точки. Найдены зависимости полушири-
ны модуля функции размытия точки от интенсивности волн накачки, пара-
метров резонансной среды.
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Введение

Метод функции размытия точки (ФРТ) широко применяется при анализе каче-
ства преобразования изображения при многоволновом взаимодействии [1]. Его ис-
пользование обусловлено линеаризацией уравнений, описывающих изменение ком-
плексных амплитуд сигнальной и объектной волн по мере их распространения
в нелинейной среде в приближении заданного поля по волнам накачки. Исполь-
зуя метод ФРТ, подробно исследовано влияние на качество обращения волнового
фронта (ОВФ) при четырехволновом взаимодействии в средах с керровской и теп-
ловой нелинейностями пространственной структуры волн накачки, геометрии вза-
имодействия, углового и частотного сдвига и т. д. [2]. Ширина модуля ФРТ опре-
деляет разрешающую способность четырехволнового преобразователя излучения,
позволяет определить минимальный размер неоднородностей искажающей среды,
которые могут быть скомпенсированы с использованием таких преобразователей
[3; 4].

Еще одной нелинейной средой, широко используемой для получения волны с
обращенным волновым фронтом при четырехволновом взаимодействии, является
среда с резонансной нелинейностью [5; 6]. Поэтому представляет интерес опре-
деление ФРТ четырехволнового преобразователя излучения на резонансной нели-

1Работа выполнена в рамках реализации ФЦП ”Научные и научно-педагогические кадры Рос-
сии” на 2009-2013 годы (Государственный контракт № 14.740.11.0063).
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нейности, исследование влияния на качество ОВФ пространственной структуры,
интенсивности волны накачки.

1. Вывод выражения для ФРТ

Пусть в плоском слое с резонансной нелинейностью толщиной l распростра-
няются навстречу друг другу две волны накачки с комплексными амплитудами
A1 и A2 и сигнальная волна с амплитудой A3. В результате четырехволнового
взаимодействия ω + ω − ω = ω генерируется объектная волна с комплексной ам-
плитудой A4.

Исходное скалярное волновое уравнение, описывающее четырехволновое взаи-
модействие в резонансной четырехуровневой среде [7], есть

(∇2 + k2 − 2ikα0
1 + aI

1 + bI + cI2
)(A + A∗) = 0. (1.1)

Здесь I = AA∗, A =
4∑

j=1

Aj , a, b, c — постоянные величины, связанные с сечения-

ми переходов и вероятностями безызлучательных переходов, k — волновое число,
α0 — начальное значение коэффициента поглощения.

В приближении заданного поля по волнам накачки (| A1,2 |À| A3,4 |) уравне-
ние (1.1) примет вид

(
∇2+k2− 2ikα0

1 + bI0 + cI2
0

[
1+aI0+

[a− b− cI0(2 + aI0)](A1A
∗
3 + A∗1A3)

1 + bI0 + cI2
0

])
A = 0, (1.2)

где I0 = A1A
∗
1 + A2A

∗
2 .

Пусть первая волна накачки плоская и распространяется строго вдоль оси Z:

A1(r) = Ã1(z)exp(−i~k1~r).

Вторую волну накачки, сигнальную и объектную волны разложим по плоским
волнам

Aj(~r) =
∫ ∞

−∞
Ãj(~κj , z)exp(−i~κj~ρ− ikjzz)d~κj , j = 2÷ 4, (1.3)

где kjz и ~κj — продольная и поперечная составляющие волнового вектора ~kj .
Предположим, что интенсивность первой волны накачки намного больше, чем

интенсивность второй волны. Тогда в уравнении (2.2) суммарную интенсивность
волн накачки можно заменить на интенсивность первой волны накачки (I1 =
= A1A

∗
1).

C учетом (2.3) уравнение (2.2) распадается на систему уравнений

dÃ1(z)
dz

= − α0(1 + aI1)
1 + bI1 + cI2

1

Ã1(z),

dÃ2(~κ2, z)
dz

=
α0(1 + aI1)
1 + bI1 + cI2

1

Ã2(~κ2, z),

dÃ3(~κ3, z)
dz

= − α0(1 + aI1)
1 + bI1 + cI2

1

Ã3(~κ3, z), (1.4)
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dÃ4(~κ4, z)
dz

=
α0(1 + aI1)
1 + bI1 + cI2

1

Ã4(~κ4, z) +
α0[a− b− cI1(2 + aI1)]

(1 + bI1 + cI2
1 )2

×

×Ã1

∫ ∞

−∞
Ã2(~κ2, z)Ã∗3(~κ3 = ~κ2 − ~κ4, z)exp(−i∆z)d~κ2,

где ∆ = (~k1 + ~k2 − ~k3 − ~k4)z — проекция волновой растройки на ось Z. При за-
писи уравнения для спектра объектной волны считали, что проекция волновой
растройки на оси X и Y равна нулю: ~κ1 + ~κ2 − ~κ3 − ~κ4 = 0.

Решение системы уравнений (2.4) для амплитуд волн накачки, пространствен-
ного спектра сигнальной волны есть

Ã1(z) = Ã10exp[−C(z)],

Ã2(~κ2, z) = Ã20(~κ2)exp[−C(l) + C(z)], (1.5)
Ã3(~κ3, z) = Ã30(~κ3)exp[−C(z)].

Здесь

C(z) = α0

∫ z

0

(1 + aI1(z1))dz1

1 + bI1(z1) + cI2
1 (z1)

,

Ã10 = Ã1(z = 0),

Ã20(~κ2) = Ã2(~κ2, z = l),

Ã30(~κ3) = Ã3(~κ3, z = 0).

Сделаем замену Ã4(~κ4, z) = Ã′4(~κ4, z)exp[C(z)]. Тогда уравнение, описывающее
изменение спектра объектной волны по мере ее распространения в нелинейной
среде, примет вид

dÃ′4
dz

=
α0[a− b− cI1(2 + aI1)]

(1 + bI1 + cI2
1 )2

Ã10×

×
∫ ∞

−∞
Ã20(~κ2)Ã∗30(~κ3 = ~κ2 − ~κ4)exp[−i∆z − 2C(z)− C(l)]d~κ2. (1.6)

В параксиальном приближении выражение для проекции волновой расстройки
на ось Z есть

∆ =
~κ2(~κ2 − ~κ4)

k
. (1.7)

Уравнение (2.6) необходимо дополнить граничным условием

Ã′4(~κ4, z = l) = 0.

Пусть сигнальная волна — волна от точечного источника, расположенного на
расстоянии z3 от передней грани нелинейного слоя. Поле объектной волны будем
рассматривать на расстоянии z4 от передней грани нелинейного слоя. С учетом
(2.5), (2.6) выражение для ФРТ с точностью до постоянного множителя примет
вид

G(~ρ, z3, z4) =
∫ l

0

g(z)dz×

×
∫ ∞

−∞
d~κ4d~κ2Ã20(~κ2)exp[−i∆z − i

(~κ2 − ~κ4)2

2k
z3 + i

(~κ4)2

2k
z4 − i~κ4~ρ]. (1.8)

Здесь

g(z) = α0
[a− b− cI1(2 + aI1)]exp[−2C(z)− C(l)]

(1 + bI1 + cI2
1 )2
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является коэффициентом нелинейной связи. При четырехволновом взаимодей-
ствии в резонансной среде в отличие от среды с керровской нелинейностью воз-
никает зависимость коэффициента нелинейной связи от координаты z .

Пусть пространственный спектр второй волны накачки изменяется по гауссову
закону

Ã20(~κ2) =
1
σ

exp[−κ2
2

σ2
].

Тогда при совпадении плоскостей наблюдения сигнальной и объектной волн
(z3 = z4) выражение для ФРТ c точностью до постоянного множителя примет
вид

G(~ρ, z3) =
∫ l

0

g(z)
(z + z3)2

exp

(
−

[
k~ρ

z + z3

]2[ 1
σ2

+
i

k
(z +

z3

2
)
])

dz. (1.9)

Выражение (2.9) полностью описывает качество преобразования излучения при
четырехволновом взаимодействии в резонансной среде и при малой интенсивности
волн накачки (bI1 ¿ 1, aI1 ¿ 1, cI2

1 ¿ 1) совпадает с выражением для ФРТ четы-
рехволнового преобразователя излучения в среде с керровской нелинейностью [2].
В частном случае, когда параметры резонансной среды a = b = 0, выражение (2.9)
описывает ФРТ четырехволнового преобразователя излучения в резонансной двух-
уровневой среде.

2. Обсуждение результатов
Анализ выражения (2.9) показывает, что с ростом поперечной координаты мо-

дуль ФРТ либо монотонно уменьшается, либо вначале возрастает, а затем умень-
шается. Кольцеобразная структура ФРТ наблюдается при параметре резонансной
среды γ1 = a/b, большем единицы.

Функцию размытия точки четырехволнового преобразователя излучения в объ-
емной нелинейной среде толщиной l можно представить в виде когерентной сум-
мы ФРТ четырехволновых преобразователей излучения в тонких толщиной dz
нелинейных слоях, на которые разбивается объемная среда. Причем весовые мно-
жители ”ФРТ тонких слоев” прямо пропорциональны коэффициенту нелинейной
связи. Существует критическая интенсивность волны накачки

I1,cr =
1
a

(√
1 +

a(a− b)
c

− 1
)

,

при которой коэффициент нелинейной связи становится равным нулю. Если кри-
тическая интенсивность волны накачки располагается в диапазоне изменений ин-
тенсивности от I1(z = 0) до I1(z = l), то по мере распространения в нелинейной
среде волны накачки наблюдается смена знака весовых множителей ”ФРТ тонких
слоев” и, как следствие, возникновение кольцеобразной структуры.

При условии монотонного уменьшения модуля функции размытия точки с ро-
стом поперечной координаты в качестве количественной меры качества ОВФ мо-
жет выступать полуширина модуля ФРТ, определяемая из условия

| G(ρ = ∆ρ, z3) |= 1
2
| G(ρ = 0, z3) | .

На рисунке приведены характерные графики изменения нормированной полу-
ширины модуля ФРТ

∆ρ1 =
∆ρk

lσ
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от нормированной интенсивности первой волны накачки (bI10, I10 = I1(z = 0)).
С увеличением интенсивности волны накачки полуширина модуля ФРТ монотон-
но возрастает, достигает максимума, а затем, уменьшаясь, выходит на постоянное
значение, величина которого не зависит от параметров резонансной среды. Пара-
метры резонансной среды γ1 и γ2 = c/(ab) определяют положение максимума и его
величину. Увеличение параметров резонансной среды γ1 и γ2 приводит к сдвигу
максимума полуширины модуля ФРТ в сторону меньших значений интенсивности
волны накачки.

По мере удаления плоскости наблюдения объектной волны от передней грани
нелинейного слоя относительное изменение полуширин модуля ФРТ при малой
(∆ρ1 = ∆ρ (bI10 ¿ 1)) и большой (∆ρ2 = ∆ρ (bI10 À 1)) интенсивности первой

волны накачки
(

2(∆ρ2−∆ρ1)(∆ρ2 +∆ρ1)−1

)
уменьшается. Значительное измене-

ние полуширины модуля ФРТ от интенсивности первой волны накачки для двух-
уровневой резонансной среды наблюдается в интервале значений нормированной
интенсивности (0, 2 6 bI10 6 5).

Увеличение при фиксированной толщине нелинейной среды начального коэф-
фициента поглощения приводит к более резкому изменению полуширины модуля
ФРТ с увеличением интенсивности волны накачки.

Рис. Зависимость полуширины модуля ФРТ от интенсивности волны накачки при
z3 = 0, 1l, α0l = 1, kl = 104, σ = 10−3k, 1 – γ1 = γ2 = 10, 2 – γ1 = 0, 1, γ2 = 10,

3 – a = c = 0

Как и для сред с другими типами нелинейности, в схеме со встречными вол-
нами накачки зависимость полуширины модуля ФРТ четырехволнового преобра-
зователя излучения на резонансной нелинейности от расходимости второй волны
накачки хорошо описывается линейной функцией

∆ρ = β
σ

k
l,

где β — коэффициент пропорциональности, определяемый в основном парамет-
рами нелинейной среды, интенсивностью первой волны накачки и положением
плоскости наблюдения.
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Заключение
Показано, что увеличение интенсивности волны накачки приводит к уширению

модуля ФРТ четырехволнового преобразователя излучения, что свидетельствует
об ухудшении качества обращения волнового фронта. Хотя характер изменения
полуширины модуля ФРТ от интенсивности волны накачки зависит от параметров
резонансной среды, разность между нормированными значениями полуширин при
малой и большой интенсивностях волны накачки определяется в основном началь-
ным коэффициентом поглощения, положением плоскости наблюдения сигнальной
волны.
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THE POINT SPREAD FUNCTION OF A FOUR-WAVE
CONVERTER IN A RESONANT MEDIUM WITH
ALLOWANCE FOR PUMP WAVE DIVERGENCE

c© 2011 A.A. Akimov, E.V. Vorobeva, V.V. Ivakhnik3

An expression for point spread function has been obtained for a four-wave
converter in resonant medium modelled by four-level energy scheme. The depen-
dences of point spread function width from pumping wave intensity and resonant
medium parameters have been found.
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