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ФУНКЦИИ МАККЕЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ АБЕЛЕВЫ
2-ГРУППЫ

c© 2011 Г.В. Воскресенская1

В статье рассматривается проблема нахождения таких конечных групп,
с элементами которых могут быть ассоциированы мультипликативные эта-
произведения. Эта задача решается для элементарных абелевых 2-групп.

Ключевые слова: представления групп, модулярные формы, эта-функция Де-
декинда.

Введение
Теория модулярных форм является очень красивой и активно развивающейся

областью современной математики. Она пересекается с различными ветвями ма-
тематики — комплексным анализом, теорией чисел, алгебраической геометрией,
теорией представлений и развивается под сильным воздействием этих областей.
В свою очередь результаты теории модулярных форм имеют различные прило-
жения. Особую роль играют функции, выражающиеся через эта-функцию Деде-
кинда. Они исследуются со времен классиков Кронекера, Вебера, Дедекинда и
других и по настоящее время с неослабевающим интересом. Исследованию одной
из открытых проблем в этой области посвящена данная статья.

В статье изучается соответствие между элементами конечных групп и моду-
лярными формами, основанное на рассмотрении характеристических многочленов
операторов T (g), где T− точное представление (принцип фрейм-соответствия).
Рассматриваемые модулярные формы являются мультипликативными эта-произве-
дениями. Этот класс функций был открыт в 1985 году Дж. Маккеем. Их полный
список можно посмотреть в статье [5].

Существует проблема нахождения всех таких конечных групп, что модуляр-
ные формы, ассоциированные со всеми элементами группы с помощью некоторого
точного представления, являются мультипликативными η−произведениями.

В статье эта проблема рассматривается для элементарных абелевых 2-групп.

1. Постановка задачи
В современных математических исследованиях существует несколько различ-

ных способов сопоставлять элементам конечных групп модулярные формы. Здесь
мы опишем принцип, который называется фрейм-соответствием (Frame-shape
correspondence).
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Первые современные исследования этого соответствия проводил в пятидесятые
годы Морис Ньюман, затем активный интерес проявился в исследованиях Джеф-
фри Мейсона и его учеников [6–10].

Суть его в следующем.
Для построения соответствия между элементами конечных групп и модулярны-

ми формами мы используем эта-функцию Дедекинда, которая определяется фор-
мулой:

η(z) = q1/24
∞∏

n=1

(1− qn), q = e2πiz,

z принадлежит верхней комплексной полуплоскости.
Пусть T− такое линейное представление G в пространстве V, 24 | dimV, что

для любого элемента g ∈ G характеристический многочлен Pg(x) имеет вид

s∏

j=1

(xaj − 1)tj , aj , tj ∈ N, 24|
s∑

j=1

ajtj .

Тогда каждому элементу g можно сопоставить функцию

ηg(z) =
s∏

j=1

η(ajz)tj .

Функция ηg(z)является параболической формой из пространства Sk(N,χ), где k =
= 1

2

∑s
j=1 tj , минимальный уровень N определяется из условия 24|∑s

j=1
Ntj

aj
, ха-

рактер χ− характер Дирихле по модулю N, χ(d) =
(∏s

j=1 a
tj
j

d

)
. Если d четно,

то χ(d) определяется как χ(d + N) = χ(d), (d,N) = 1 [14]. Символ
∏s

j=1 a
tj

j

называется фрейм-формой (Frame-shape).
Такое соответствие можно рассмотреть для любой группы.
В 1985 году были описаны все эта-произведения с мультипликативными коэф-

фициентами. Существует 30 таких функций. Их называют мультипликативными
η-произведениями или функциями Маккея по имени открывшего их математика.

Определение. Конечная группа G называется MηP -группой, если модуляр-
ные формы, ассоциированные со всеми элементами группы с помощью некоторого
точного представления по принципу фрейм-соответствия, являются мультиплика-
тивными η-произведениями.

Подгруппа MηP -группы сама является MηP -группой. Единичный элемент все-
гда соответствует форме η24(z).

Классификация MηP -групп нечетного порядка почти завершена, для групп
четного порядка проблема остается открытой. В этой статье мы полностью опи-
шем MηP -группы экспоненты 2. Сначала предполагалось, что максимальный воз-
можный порядок такой группы равен 32, но оказалось, что ситуация более слож-
ная. Мы покажем, что группы порядка 64 реализуются, а группы порядка 128
и выше уже нет. Линейное представление T , связывающее элементы группы
с мультипликативными η-произведениями, мы будем называть допустимым, а
MηP -группы — допустимыми группами. Элементам второго порядка соответству-
ют формы η8(2z)η8(z) и η12(2z). В первом случае элементы будем называть ви-
димыми (χT (g) = 8), а во втором случае — невидимыми (χT (g) = 0).
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2. Группа G ∼= (Z2)
5

Теорема 1. Группа (Z2)5 является MηP -группой. Пусть u элементов соот-
ветствуют модулярной форме η8(2z)η8(z), v элементов соответствуют модулярной
форме η12(2z). Реализуются следующие возможности u = 5, 13, 17, 21, 25.

Доказательство. Доказательство носит конструктивный характер, мы выпи-
шем явно допустимые представления в пунктах 2.1–2.6. В таблицах укажем зна-
чения на образующих элементах группы g1, g2, g3, g4, g5.

Через T обозначим допустимое представление. Вычислим кратность, с которой
в T входит единичное. Получим m1 = 3+u

4 . Так как это число должно быть целым,
то u может равняться одному из чисел 1, 5, 13, 17, 21, 25, 29.

Случай u = 1 не является допустимым. В этом случае элемент g1 соответствует
η8(2z)η8(z). Пусть Tk− одномерное представление, при котором Tk(g1) = −1, тогда
mk = 1

2 . Получаем противоречие.
Случай u = 29 не является допустимым. В этом случае два элемента g1 и g2

соответствует η12(2z). Пусть Tk− одномерное представление, при котором Tk(g1) =
= 1, Tk(g2) = −1, тогда mk = 16

32 = 1
2 . Получаем противоречие.

2.1. u = 5.

Элементы g1, g2, g3, g4, g1g2g3g4 соответствуют параболической форме
η8(2z)η8(z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1
m 2 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0

2.2. u = 9.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

Элементы g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4 и все элементы из g5H соответствуют
параболической форме η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1 ±1
m 3 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2.3. u = 13.

Элементы
g1g3, g1g4, g2g3, g2g4, g1g2g3, g1g2g4, g2g3g4, g1g3g4,

g1g2g3g4, g5, g1g3g5, g2g4g5, g1g2g3g4g5 соответствуют параболической фор-
ме η8(2z)η8(z).
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g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 4 0 0 0 0 2 1 1 0 1 2 1 0 1 1 2

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -

1
-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

m 2 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0

2.4. u = 17.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

В подгруппе H элементы g1, g2, g3, g4 соответствуют параболической фор-
ме η12(2z), остальные элементы из H соответствуют η8(2z)η8(z), в g5H элементы
g5, g1g2g3g4g5, g1g4g5, g1g3g5, g2g3g5, g2g4g5 соответствуют η8(2z)η8(z), остальные
элементы в g5H соответствуют η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 5 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 3

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -

1
-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1
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1
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1
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1

-
1

-
1

-
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-
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-
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-
1

m 2 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0

2.5. u = 21.

Элементы g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4, g5, g5g1g3, g5g2g4, g5g1g2g3g4

соответствуют η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 6 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0
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g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -

1
-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

m 0 0 0 0 0 2 1 1 0 1 2 1 0 1 1 2

2.6. u = 25.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

В подгруппе H элементы g1, g2, g3, g4 соответствуют параболической фор-
ме η12(2z), остальные элементы из H соответствуют η8(2z)η8(z), в g5H элементы
g5, g1g2g3g4g5 соответствуют η12(2z), остальные элементы в g5H соответствуют
η8(2z)η8(z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -

1
-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

-
1

m 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 2

3. Группа G ∼= (Z2)
6

Теорема 2. Группа (Z2)6 является MηP -группой. Пусть u элементов соот-
ветствуют модулярной форме η8(2z)η8(z), v элементов соответствуют модулярной
форме η12(2z). Реализуются следующие возможности u = 21, 29, 37, 45.

Доказательство. Доказательство носит конструктивный характер, мы выпи-
шем явно допустимые представления в пунктах 3.1–3.4. В таблицах укажем зна-
чения на образующих элементах группы g1, g2, g3, g4, g5, g6.

Пусть T− допустимое представление. Вычислим кратность, с которой в T вхо-
дит единичное представление. Получим m1 = 3+u

8 . Так как это число должно быть
целым, то u может равняться одному из чисел 5, 13, 21, 29, 37, 45, 53, 61.

Существуют одномерные представления, не входящие в T, так как степень T
равна 24, а неприводимых представлений у группы 64.

Случай u = 5 не является допустимым. В этом случае должна существовать
допустимая подгруппа порядка 32, в которой 1 видимый элемент — ядро одно-
мерного представления Tk, для которого mk = 0. Это невозможно.

Случай u = 13 не является допустимым.
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Если существует допустимая подгруппа H порядка 32, в которой 9 видимых
элементов, то имеется представление Tk группы G, при котором вклад от эле-
ментов из H в число 64mk = 64 < χT , χTk

> равен 32, вклад от элементов из
g5H равен ±32. При этом существует представление Tk группы G, при котором
вклад от элементов из H в число 64mk = 64 < χT , χTk

> равен 0, вклад от
элементов из g5H также равен нулю. Если видимые и невидимые элементы из
H определены, то таких наборов из четырех элементов существует шесть. При
этом всегда возникает ситуация, когда при некотором наборе значений перемен-
ных соотношение вкладов 32/0. Тогда mk = 1

2 . Это число должно быть целым.
Противоречие.

В противном случае имеется допустимая подгруппа H порядка 32, в кото-
рой 13 видимых элементов. Существует представление Tk группы G, при котором
вклад от элементов из H в число 64mk = 64 < χT , χTk

> равен 32, а вклад
от элементов из g5H равен нулю. Получаем mk = 1

2 . Противоречие.

Случай u = 53 не является допустимым. В этом случае должна существовать
допустимая подгруппа порядка 32, в которой 29 видимых элементов — ядро од-
номерного представления Tk, для которого mk = 1. Это невозможно.

Случай u = 61 не является допустимым. В этом случае должна существовать
допустимая подгруппа порядка 32, в которой 29 видимых элементов — ядро од-
номерного представления Tk, для которого mk = 0. Это невозможно.

3.1. u = 21.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

В подгруппе H элементы g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4 соответствуют параболиче-
ской форме η12(2z), остальные элементы из H соответствуют η8(2z)η8(z), в g5H
элементы g5, g5g1g3, g5g2g4, g1g2g3g4g5 соответствуют η8(2z)η8(z), остальные эле-
менты в g5H соответствуют η12(2z), в g6H элементы g6, g6g2g3, g6g1g2g4, g6g1g3g4

соответствуют η8(2z)η8(z), остальные элементы в g6H соответствуют η12(2z),
в g5g6H элементы g5g6, g5g6g1g4, g5g6g1g2g3, g5g6g2g3g4 соответствуют η8(2z)η8(z),
остальные элементы в g6H соответствуют η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 3 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
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g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0

3.2. u = 29.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

В подгруппе H элементы g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4 соответствуют параболиче-
ской форме η12(2z), остальные элементы из H соответствуют η8(2z)η8(z), в g5H
элементы g5, g5g1g3, g5g2g4, g1g2g3g4g5 соответствуют η12(2z), остальные элемен-
ты в g5H соответствуют η8(2z)η8(z), в g6H элементы g6, g6g2g3, g6g1g2g4, g6g1g3g4

соответствуют η8(2z)η8(z), остальные элементы в g6H соответствуют η12(2z),
в g5g6H элементы g5g6, g5g6g1g4, g5g6g1g2g3, g5g6g2g3g4 соответствуют η8(2z)η8(z),
остальные элементы в g6H соответствуют η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 4 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 3 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1
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g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0

Одномерные представления, переводящие g5 в 1, g5 в - 1, не входят в допу-
стимое представление.

3.3. u = 37.

Пусть F ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > × < g5 > .

В подгруппе F элементы g1, g4, g2g3, g3g4, g1g3g4g5, g2g3g4g5 соответству-
ют параболической форме η12(2z), остальные элементы из F соответствуют
η8(2z)η8(z), в g6F элементы g6, g6g1, g6g2, g6g3, g6g5, g6g1g2g4, g6g1g2g3g4,
g6g1g2g3g5, g6g4g5, g6g2g5, g6g1g3g5, g6g1g2g3g4 соответствуют η8(2z)η8(z), осталь-
ные элементы в g6F соответствуют η12(2z).

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 5 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
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g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0

3.4. u = 45.

Пусть H ∼=< g1 > × < g2 > × < g3 > × < g4 > .

В подгруппе H элементы g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4 соответствуют параболиче-
ской форме η12(2z), остальные элементы из H соответствуют η8(2z)η8(z), в g5H
элементы g5, g5g1g3, g5g2g4, g1g2g3g4g5 соответствуют η12(2z), остальные элемен-
ты в g5H соответствуют η8(2z)η8(z), в g6H элементы g6, g6g2g3, g6g1g2g4, g6g1g3g4

соответствуют η12(2z), остальные элементы в g6H соответствуют η8(2z)η8(z),
в g5g6H элементы g5g6, g5g6g1g4, g5g6g1g2g3, g5g6g2g3g4 соответствуют η12(2z),
остальные элементы в g6H соответствуют η8(2z)η8(z).

Единичное представление входит с кратностью 6, одномерные неединичные
представления, переводящие элементы g5, g6 в 1, не входят в T.

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1

g1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
g3 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
g4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
g6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
m 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1
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4. Группы G ∼= (Z2)
n, n > 7

Теорема 3. Группа (Z2)n, n > 7 не является MηP -группой.

Доказательство. Так как подгруппа MηP -группы является MηP -группой, то
достаточно показать, что группа G порядка 128 не является допустимой.

Так как в допустимых группах типа (Z2)6 количество видимых элементов мо-
жет быть равно 21, 29, 37, 45, то группа G может содержать только 45, 61 или
77 элементов.

Рассмотрим подробно случай, когда u = 45.
В этом случае существует подгруппа H порядка 32, содержащая 9 види-

мых элементов. Распределение элементов в подгруппе H и смежных классах
g5H, g6H, g5g6H может быть только 9/12/12/12. Существует такое представление
Tk, что вклад от подгруппы H в 128mk равен 32. Тогда вложения от подгруппы
и факторов при g5 = g6 = 1 должны быть 32/-32/-32/32 (с точностью до переста-
новки смежных классов). Но тогда существует подгруппа порядка 64, в которой
9 видимых элементов, что невозможно.

Два других случая рассматриваются аналогично. При u = 61, 77 рассуждения
приводят к существованию подгруппы порядка 32 с 17 видимыми элементами.
Такой подгруппы не может быть.

В заключение заметим, что в простой группе M24 максимальная элементар-
ная абелева 2-подгруппа имеет порядок 64, в M23 максимальная элементарная
абелева 2-подгруппа имеет порядок 16, причем при допустимом представлении
все элементы соответствуют η8(2z)η8(z), в M22 максимальная элементарная абе-
лева 2-подгруппа имеет порядок 16, в M12 максимальная элементарная абелева
2-подгруппа имеет порядок 4.
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