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ЕДИНСТВЕННОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО
РАДИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ДИРИХЛЕ В КОЛЬЦЕВОЙ ОБЛАСТИ ДЛЯ ОДНОГО
КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
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Доказаны существование и единственность положительного радиально-
симметричного решения задачи Дирихле в кольцевой области для одного
класса нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка.
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Введение

Пусть D = {x ∈ R2 : 1 < r < 2} — кольцевая область, r = |x|. Рассмотрим
задачу Дирихле

∆u + rkvp = 0, 1 < r < 2, (1)

u|r=1 = u|r=2 = 0. (2)

Здесь k > 0, p > 1 — вещественные числа.
Очевидно, u ≡ 0− тривиальное решение задачи (1), (2). Под положительным

решением задачи (1), (2) понимается функция u ∈ C2(D), положительная в D,
удовлетворяющая уравнению (1) и граничным условиям (2).

Положительным решениям уравнений вида (1) посвящено много работ россий-
ских и зарубежных математиков (см., например, [1-12]). Во многих из них изуча-
ются в основном вопросы существования положительного решения, его поведение,
априорные оценки и другие. Публикаций, посвященных единственности положи-
тельного решения задачи Дирихле для уравнений вида (1) с p > 1, сравнительно
мало. Задача Дирихле для уравнения вида (1) в кольцевой области изучалась так-
же в [1; 11]. Но в этих работах доказано существование, по крайней мере, одного
положительного радиально-симметричного решения. Доказательство единственно-
сти положительного решения задачи Дирихле для уравнений вида (1) представ-
ляет значительные трудности, которые можно объяснить наличием тривиального
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решения u ≡ 0 и тем, что p > 1. Единственность положительного радиально-
симметричного решения задачи Дирихле в шаровой области размерности n для
уравнения (1) без ограничений на p > 1 при n = 2 и с некоторым ограничением
на p > 1 при n > 2 доказана в работах автора [12; 13] соответственно.

В данной работе эти результаты распространяются на кольцевую область.
В этом случае, оказывается, не требуются никакие ограничения на показатели
k > 0, p > 1.

1. Основные результаты

Доказано, что задача (1), (2) имеет единственное радиально-симметричное ре-
шение u ∈ C2(D) при любых k > 0, p > 1.

1. Вспомогательные предложения
Рассмотрим уравнение

v′′ + rk+2
0 e(k+2)tvp = 0, t > 0 (3)

с начальными условиями
v(0) = 0, v′(0) = r0, (4)

где r0− произвольное положительное число.
Из уравнения (3) следует, что v′′ 6 0 при t > 0, т. е. функция v(t) выпукла

вверх при t > 0. Поэтому в силу v′(0) = r0 при любом r0 > 0 существуют t0 и δ0

такие, что δ0 = v(t0) > v(t) > 0 при t ∈ (0, t0).
Лемма 1. При любом r0 > 0 в (3), (4) существует единственное число t∗ > 0,

зависящее лишь от k, p и r0, такое, что задача Коши (3), (4) имеет единствен-
ное решение v ∈ C2[0, t∗] такое, что v(t) > 0 при t ∈ (0, t∗), v(t∗) = 0.

Доказательство. Интегрируя два раза уравнение (3) с учетом начальных
условий (4), получим

v(t) = r0t− r0
k+2

∫ t

0

(t− s)e(k+2)svp(s)ds. (5)

Из уравнения (3) следует, что v′′(t) < 0 в тех точках, где v(t) 6= 0. Следователь-
но, положительное решение задачи (3), (4) выпукло вверх. Как отмечено выше,
существуют положительные числа t0 и δ0 такие, что δ0 = v(t0) > v(t) > 0 при
t ∈ (0, t0). Предположим противное, т. е. v(t) > 0 при всех t > 0. Пусть t1 > 0−
некоторое число. Из положительности и выпуклости вверх v(t) следует, что

v(
t0 + t1

2
) > v(t0)

2
+

v(t1)
2

>
δ0

2
(6)

и v(s) > s
t v(t) для любого s > 0. Поэтому из (5) получаем

v(t) 6 r0t− rk+2
0 vp(t)

tp

∫ t

0

(t− s)e(k+2)sspds 6

6 r0t− rk+2
0 vp(t)

tp

∫ t

0

(t− s)spds = r0t− rk+2
0 t2

(p + 1)(p + 2)
vp(t).

Отсюда имеем

v(t) +
rk+2
0 t2

(p + 1)(p + 2)
vp(t) 6 r0t.
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Следовательно,

v(t) 6
[
(p + 1)(p + 2)

rk+1
0 t

] 1
p

. (7)

Отсюда, полагая t = t0 и учитывая, что v(t0) = δ0, получаем

t0 6 (p + 1)(p + 2)
rk+1
0 δp

0

.

При t = t0+t1
2 из (7) в силу (6) имеем

δ0

2
<

[
2(p + 1)(p + 2)
rk+1
0 (t0 + t1)

] 1
p

.

Полагая здесь

t1 =
2p+1(p + 1)(p + 2)

rk+1
0 δp

0

− t0 > t0,

имеем δ0
2 < δ0

2 . Получили противоречие. Следовательно, существует точка t∗, в ко-
торой v(t) обращается в нуль. В силу выпуклости v(t) вверх точка t∗ единствен-
ная. Кроме того, v(t) > 0 при t ∈ (0, t∗). Из (5) следует, что при 0 6 t 6 t∗

справедливо неравенство 0 6 v(t) 6 t, т. е. решение задачи Коши (3), (4) ограни-
чено на отрезке [0, t∗]. Поэтому v ∈ C2[0, t∗]. Лемма доказана. ¤

По лемме каждому значению r0 > 0 оответствует единственное значение t∗,
т. е. определена функция t∗(r0).

Лемма 2. Функция t∗(r0), определенная в лемме 1, является непрерывной
монотонно убывающей по r0 причем, lim

r0→+∞
t∗(r0) = 0 и lim

r0→0
t∗(r0) = +∞.

Доказательство. Пусть v(t, r0) — решение задачи Коши (3), (4). Обозначим
w(t, r0) = ∂v(t,r0)

∂r0
. Дифференцируя по второму аргументу r0 уравнение (3), началь-

ные условия (4) и равенство v(t∗, r0) = 0, получим

w′′ + (k + 2)rk+1
0 e(k+2)tvp + prk+2

0 e(k+2)tvp−1w = 0, (8)

w(0) = 0, w′(0) = 1, (9)

w(t∗) = 0. (10)

Здесь для сокращения записи приняты обозначения

w′′, v, w, w(0), w′(0), w(t∗)

вместо
∂2w(t, r0)

∂r2
0

, v(t, r0), w(t, r0), w(0, r0),
∂w(0, r0)

∂r0
, w(t∗, r0)

соответственно.
Полагая в (5) t = t∗ и учитывая, что v(t∗) = 0, имеем

t∗ = rk+1
0

∫ t∗

0

(t∗ − s)e(k+2)svp(s)ds

или
rk+1
0 =

t∗∫ t∗

0
(t∗ − s)e(k+2)svp(s)ds

. (11)

Отсюда следует, что функция Φ(r0, t
∗) = rk+1

0 − t∗∫ t∗
0 (t∗−s)e(k+2)svp(s)ds

непрерывна

при всех r0 > 0 и t∗ > 0 и ∂Φ(r0,t∗)
∂r0

> 0, т. е. при постоянном t∗ функция Φ(r0, t
∗)
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монотонно возрастает по r0. Тогда по известной теореме о неявной функции (см.
[15, с. 449]) существует непрерывная неявная функция t∗(r0). Дифференцируя ра-
венство (11) по t∗, получим

(k + 1)rk
0

dr0

dt∗
=

∫ t∗

0
(t∗ − s)e(k+2)svp(s)ds− t∗

∫ t∗

0
e(k+2)svp(s)ds

(∫ t∗

0
(t∗ − s)e(k+2)svp(s)ds

)2 =

= −
∫ t∗

0
se(k+2)svp(s)ds

(∫ t∗

0
(t∗ − s)e(k+2)svp(s)ds

)2 .

Отсюда следует, что dr0
dt∗ < 0, т. е. r0 убывает с возрастанием t∗. Тогда, очевидно,

убывает и обратная функция t∗(r0) с возрастанием r0. Из (5) следует, что при
0 6 t 6 t∗ справедливо неравенство v(t) 6 r0t. Тогда из (11) имеем

r0
k+1 > 1∫ t∗

0
e(k+2)sr0

pspds
.

Отсюда получим

r0
k+1+p > 1∫ t∗

0
e(k+2)sspds

> p + 1
e(k+2)t∗(t∗)p+1

. (12)

В силу монотонного убывания функции t∗(r0) отсюда следует

lim
r0→+∞

t∗(r0) = 0, lim
r0→0

t∗(r0) = +∞.

Лемма доказана. ¤
2. Единственность положительного радиально-симметричного решения

Радиально-симметричное решение задачи (1), (2) удовлетворяет уравнению

u′′ +
u′

r
+ rkup = 0, 1 < r < 2 (13)

и краевым условиям
u(1) = u(2) = 0. (14)

Теорема. При любых k > 0, p > 1 задача (1), (2) имеет единственное поло-
жительное радиально-симметричное решение.

Доказательство. С помощью преобразования Ц. На [14]
{

r = Aαs,
u = Aβv,

(15)

где α, β− некоторые вещественные числа, A− числовой параметр, уравнение (13)
приводится к виду

Aβ−2αv′′ +
Aβ−2αv′

s
+ Akα+pβsk|v|p = 0.

Выберем здесь показатели равными между собой

β − 2α = kα + pβ. (16)

Тогда получим уравнение

v′′ +
v′

s
+ skvp = 0.

Уравнение (13) оказалось инвариантным относительно преобразования (15).
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Обозначим через A недостающее начальное условие

u′(1) = A.

В координатах (15) это условие примет вид

Aβ−αv′(A−α) = A.

Положив здесь
β − α = 1, (17)

получим
v′(A−α) = 1.

Условие u(1) = 0 в координатах (15) примет вид v(A−α) = 0.
Таким образом, v является решением задачи Коши

v′′ +
v′

s
+ skvp = 0, s > r0, (18)

v(r0) = 0, v′(r0) = 1, (19)

где
r0 = A−α. (20)

Из (16) и (17) α и β определяются однозначно

α =
1− p

k + p + 1
, β =

k + 2
k + p + 1

.

Сделаем замену
t = ln

s

r0
. (21)

Задача Коши (18), (19) после этой замены приводится к задаче (3), (4).
По лемме 1 существует единственное число t∗1 > 0 такое, что зада-

ча (3), (4) имеет единственное решение v ∈ C2[0, t∗1] такое, что v(t∗1) = 0,
v(t) > 0 при t ∈ (0, t∗1). Следовательно, в силу (21) существует единственная точка
s∗1 = r0e

t∗1 > 0 такая, что на отрезке [r0, s
∗
1] задача (18), (19) имеет единственное

решение v ∈ C2[r0, s
∗
1] и

v(s∗1) = 0. (22)

В соответствии с формулами (15) значению s = r0 соответствует значение r1 =
= Aαr0 = 1 в силу (20), а значению s = s∗1− значение r2 = Aαs∗1 = s∗1

r0
. Выберем

параметр r0 так, чтобы r2 = s∗1
r0

= et∗1(r0) = 2. Отсюда имеем

t∗1(r0) = ln(2). (23)

Так как по лемме 2 t∗1(r0)− непрерывная убывающая функция и lim
r0→0

t∗1(r0) = +∞,

lim
r0→+∞

t∗1(r0) = 0, то уравнение (23) имеет единственное решение r0 = r∗0 . Тогда

из равенства A−α = r∗0 следует, что A определяется однозначно: A = (r∗0)−
1
α .

В силу (15), (20) и (22)
{

u(1) = Aβv(A−α) = Aβv(r0) = 0,
u(2) = Aβv(2A−α) = Aβv(s∗1) = 0.

(24)

Так как по лемме 1 задача Коши (3), (4) имеет единственное положительное ре-
шение v ∈ C2[0, t∗] и v(0) = v(t∗) = 0, то в силу однозначности отображений (15),
(21) во множестве положительных чисел и в силу (24) задача (13), (14) имеет
единственное положительное решение. Следовательно, задача (1), (2) имеет един-
ственное положительное радиально-симметричное решение. Теорема доказана. ¤
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UNIQUENESS OF POSITIVE RADIAL-SYMMETRICAL
SOLUTION OF DIRICHLET PROBLEM IN ANNULAR

DOMAINS FOR ONE CLASS OF NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE SECOND ORDER

c© 2011 E.I. Abduragimov2

The existence and uniqueness of positive radially symmetric solution of
Dirichlet problem in annular domain for one class of nonlinear differential equa-
tions of the second order is proved.
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