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ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ КОПУЛ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ НЕЗАВИСИМОСТИ

t-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТЬЮДЕНТА

c© 2011 Е.А. Савинов1

В работе изучаются копулы, полученные в результате преобразования
независимости (Independence Transformation) случайных векторов с распре-
делением Стьюдента. Для схемы серий зависимых случайных величин, свя-
занных такими IT-копулами, доказаны варианты центральной предельной
теоремы. Для двумерной IT-копулы распределения Коши показано отсут-
ствие ассоциированности.

Ключевые слова: копулы, преобразование независимости, предельные
теоремы.

Введение

Математические работы, так или иначе связанные с понятием копулы, появи-
лись еще в 40–50-х годах прошлого века. Первое упоминание термина ”копула”
появилось, по-видимому, в 1959 г. в работе [1] и окончательно укрепилось в на-
учной литературе в 70–80-х годах. С одной стороны (см., например [2]), копулы
рассматриваются как функции, которые связывают многомерные функции рас-
пределения с их одномерными маргиналами (Sklar’s theorem), с другой стороны,
это просто функции распределения, чьи маргиналы равномерно распределены на
отрезке [0, 1].

Как известно (см. [3]), изучение копул интересно по нескольким причинам:
во-первых, это способ изучения меры зависимости между случайными величинами
(см. [4]), во-вторых, как отправная точка для конструирования новых семейств
многомерных распределений, в-третьих, в связи с относительно новым подходом
к теории марковских процессов (см. [5]).

В настоящей работе изучаются копулы, порожденные так называемыми пре-
образованиями независимости. Фактически первой работой, посвященной таким
преобразованиям, была статья [6]. Более подробно свойства этого преобразова-
ния для негауссовских случайных величин изучались в работах [7–15]. Отметим,
что рассматриваемые преобразования в случае гауссовского случайного вектора
совпадают с хорошо известным линейным преобразованием ортогонализации. Как
будет видно далее, случайный вектор, полученный в результате преобразования
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независимости, состоит, вообще говоря, из зависимых компонент, что приводит к
задаче изучения характера и мер зависимости между ними с помощью копул.

В работе рассматриваются IT-копулы распределений Стьюдента, и для гауссов-
ских случайных величин, связанных такими копулами (и в силу этого не образую-
щих гауссовский вектор), устанавливаются различные варианты ЦПТ. В заключе-
ние на примере двумерной копулы преобразования независимости распределения
Коши показано, что IT-копулы, вообще говоря, не являются ассоциированными.

Введем используемые далее обозначения.
I := [0, 1], u := (u1, u2, . . . , un) ∈ In. Для a,b ∈ In будем писать a 6 b, когда ak 6 bk
для всех k = 1, 2, . . . , n. Для a 6 b будем обозначать через [a,b] n-прямоугольник
[a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [an, bn] ⊆ In. Φ(·) — функция стандартного гауссовского
распределения.

Введем необходимые определения.
Определение 1. Пусть H : In → I, a,b ∈ In, B = [a,b] – n-прямоугольник в In.
H-объемом n-прямоугольника B будем называть разность порядка n функции
H на B

VH(B) = ∆b
aH(t) = ∆bn

an∆bn−1
an−1

. . .∆b2
a2

∆b1
a1
H(t), (1)

где разность первого порядка определяется как

∆bk
ak
H(t) = H(t1, . . . , tk−1, bk, tk+1, . . . , tn)−H(t1, . . . , tk−1, ak, tk+1, . . . , tn).

Определение 2 (Copula). Функция C : In → I называется n-копулой, если она
обладает следующими свойствами

1. Для каждого u ∈ In

C(u) = 0, если u1u2 · · ·un = 0.

2. Если все координаты u кроме uk равны 1, то

C(u) = uk.

3. Для всех a и b из In таких, что a 6 b

VC([a,b]) > 0.

Как известно, копула связывает многомерную функцию распределения с од-
номерными маргинальными распределениями (см., например [2]).
Теорема 1 (Sklar). Пусть H — совместная n-мерная функция распределения с
одномерными маргиналами F1, . . . , Fn. Тогда существует n-копула C : In → I
такая, что ∀x ∈ Rn

H(x) = C (F1(x1), F2(x2), . . . , Fn(xn)) . (2)

Если к тому же одномерные распределения Fi непрерывны, то такая C един-
ственна.

Обратно, если C n-копула, F1, . . . , Fn — одномерные функции распределения,
то функция H, заданная формулой (2), является n-мерной функцией распреде-
ления с маргиналами F1, . . . , Fn.
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1. IT-копулы

Рассмотрим на вероятностном пространстве {Ω,B,P} случайный вектор Xn =
= (X1, . . . , Xn) с абсолютно непрерывной функцией распределения F (x1, . . . , xn).
Введем семейство условных функций распределения

Fi|1...̂ı...n(xi|x1, . . . , x̂i, . . . , xn)

случайной величины Xi относительно системы случайных величин

X1, . . . , X̂i, . . . , Xn,

где ˆ — знак пропуска элемента. Будем рассматривать "двойственные"случайные
величины

X∗i,n = Fi|1...̂ı...n(Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn).

Говорят, что случайная величина X∗i,n получена в результате преобразования неза-
висимости случайной величины Xi. Термин преобразование независимости объяс-
няется тем, что случайная величина X∗i,n оказывается стохастически независимой

относительно системы
{
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn

}
.

Лемма 1. Функция распределения случайного вектора (X∗1,n, . . . , X
∗
n,n) является

копулой.

Доказательство. Определение 2 проверяется непосредственно.

Определение 3. IT-копулой случайного вектора Xn = (X1, . . . , Xn) с абсолютно
непрерывным распределением будем называть функцию

CXn

IT (u) = P{X∗1,n 6 u1, . . . , X
∗
n,n 6 un}.

Замечание 1. Отметим, что копула случайного вектора Xn = (X1, . . . , Xn)
с абсолютно непрерывным распределением будет, в силу теоремы 1, иметь вид

CXn(u) = P {F1(X1) 6 u1, . . . , Fn(Xn) 6 un} ,

где Fi(t) = P{Xi 6 t} — функции распределения компонент вектора Xn.

2. Предельная теорема для IT-копул Стьюдента

В этой части мы будем рассматривать последовательности IT-копул стьюден-
товских случайных векторов. Мы покажем, что для схемы серий гауссовских слу-
чайных величин, связанных такими копулами, имеет место центральная предель-
ная теорема.

Предположим, задано измеримое пространство {H,B(H)}, где H — веществен-
ное сепарабельное гильбертово пространство со счетным ортонормированным ба-
зисом {ei}∞i=1, борелевской σ-алгеброй и скалярным произведением 〈 · , · 〉. Будем
рассматривать на нем счетно-аддитивную меру Стьюдента c r степенями свободы
µ с характеристическим функционалом

Ψµ(y) =

∞∫
0

exp
{
− t

2
< By, y >

}
gr(t) dt, y ∈ H, (3)
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где B — линейный самосопряженный положительно определенный ядерный опе-
ратор с собственными векторами {ei}∞i=1,

gr(t) =
rr/2

2r/2Γ(r/2)
t−r/2−1 exp

{
− r

2t

}
, t > 0. (4)

Выберем {fk} — произвольный ортонормированный базис в гильбертовом про-
странстве H и будем рассматривать на вероятностном пространстве {H,B(H), µ}
случайные величины Xi = 〈 · , fi〉. Заметим, что случайные векторы Xn =
= {X1, . . . , Xn} имеют распределения Стьюдента с характеристическими функци-
ями

ψ1...n(y1, . . . , yn) =

∞∫
0

exp

− t2
n∑

i,j=1

yiyj 〈Bnfi, fj〉

 gr(t) dt, (5)

где Bn = πnBπn, πn — ортопроектор H→ Hn = span{f1, . . . , fn}.
Теорема 2. Пусть Xn = {X1, X2, . . . , Xn}, n = 1, 2, . . . семейство стьюден-
товских случайных векторов на {H,B(H), µ}, определенное выше. Рассмотрим{
X

(n)
i

}n
i=1

, n = 1, 2, . . . — схему серий случайных величин, заданных на некото-
ром вероятностном пространстве {Ω0,B0,P0} и имеющих совместные функции
распределения

P0

{
X

(n)
1 6 x1, . . . , X

(n)
n 6 xn

}
= CXn

IT (Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) .

Тогда если

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

< B−1
n fi, fj >

[< B−1
n fi, fi >< B−1

n fj , fj >]1/2
= σ2, (6)

то
1√
n

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ N(0, σ2), n→∞. (7)

Отметим, что условие (6) выполнено не всегда. В приведенном в конце статьи
примере 1 рассмотрена такая мера Стьюдента с характеристическим функциона-
лом (3), для которой условие теоремы 2 не выполняется, но выполняется
Теорема 3. Пусть

{
X

(n)
i

}n
i=1

, n = 1, 2, . . . — схема серий случайных величин из
теоремы 2. Тогда если

lim
n→∞

1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

< B−1
n fi, fj >

[< B−1
n fi, fi >< B−1

n fj , fj >]1/2
= σ2, (8)

то
1
n

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ N(0, σ2).

3. IT-копула распределения Коши

Предположим теперь, что на измеримом пространстве {H,B(H)}, где H — ве-
щественное сепарабельное гильбертово пространство со счетным ортонормирован-
ным базисом {ei}∞i=1, борелевской σ-алгеброй и скалярным произведением 〈 · , · 〉,
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задана эллиптически-контурированная α-устойчивая вероятностная мера µα с ха-
рактеристическим функционалом

Ψµα(y) = exp
{
−〈By, y〉α/2

}
, y ∈ H, (9)

где B, как и выше, линейный самосопряженный положительно определенный
ядерный оператор, с собственными векторами {ei}∞i=1: Bei = λ2

i ei,
∑∞
i=1 λ

2
i <∞.

Теперь в качестве компонент вектора Xn будем рассматривать величины Xi =
= 〈 · , ei〉. Таким образом векторы Xn относительно меры µα будут α-устойчивы
с характеристическими функциями

ψ1...n(y1, . . . , yn) = exp

−( n∑
i=1

λ2
i y

2
i

)α/2 . (10)

Для схемы серий
{
X

(n)
i

}n
i=1

, n = 1, 2, . . ., порожденной такими устойчивыми
случайными векторами, сформулированная выше теорема 2 была доказана ра-
нее в [14], а еще ранее (см. [13]) для распределений Коши (α = 1). Также в
[14] показано, что в этом случае (когда Xn — векторы Коши с характеристиче-
скими функциями (10), где α = 1) случайные величины X

(n)
1 , . . . , X

(n)
n зависимы

(т. е. копула CXn

IT (u1, . . . , un) не является копулой-произведением).
Кроме того, что случайные величины в предельной теореме являются зави-

симыми, было бы интересно выяснить, какова природа такой зависимости. Ин-
тересно, в частности, не являются ли указанные случайные величины ассоци-
ированными, для которых достаточно хорошо известны результаты, связанные с
центральной предельной теоремой (см., например [16; 17]).

Напомним определение асоциированности, используемое в работе [17].
Определение 4. Пусть {Xt, t ∈ T} — семейство действительных случайных
величин, заданных на некотором вероятностном пространстве (Ω,B,P) и пара-
метрическом множестве T . Это семейство называется ассоциированным или
положительно зависимым, если для любых конечных множеств I, J ⊂ T

cov(f(Xt, t ∈ I), g(Xt, t ∈ J)) > 0

для всех покоординатно неубывающих функций f : R|I| → R, g : R|J| → R, для
которых ковариация определена (|I| обозначает число элементов конечного мно-
жества I).
Теорема 4. Если X2 = (X1, X2) — случайный вектор Коши, заданный характе-
ристической функцией

ψ12(y1, y2) = exp

−(λ2
1y

2
1 + λ2

2y
2
2

)1/2
 , (11)

тогда копула CX2

IT (u, v) не является ассоциированной.

4. Доказательства теорем

Прежде чем доказывать теорему 2, введем необходимые дополнительные обо-
значения и сформулируем вспомогательные результаты.
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В дополнение к уже введенному семейству ортопроекторов {πn}, следуя [8],
будем рассматривать на H еще одно семейство ортопроекторов {πni}: для h =
=
∑∞
k=1 < h, fk > fk определим

πnih :=
n∑

k=1,k 6=i

< h, fk > fk, n = 1, 2, . . . , 1 6 i 6 n.

Аналогично [8] введем обозначения для следующих квадратичных форм:

s2n := s2n(h) =
1
n

〈
(πnBπn)−1

πnh, πnh
〉
,

s2n,i := s2n,i(h) =
1

n− 1

〈
(πn,iBπn,i)

−1
πn,ih, πn,ih

〉
.

s∞ := s∞(h) = lim
n→∞

s2n(h), Γ := {h ∈ H : 0 < s∞(h) < +∞} .

Обозначим через µB2 гауссовскую меру на {H,B(H)} с ковариационным операто-
ром B. Также введем (не отмечая особо зависимость от r) обозначения

η :=
1
s∞

, (12)

ζi,n := ζi,n(h) =
< (πnBπn)−1fi, h >

s∞[< (πnBπn)−1fi, fi >]1/2
, i = 1..n, (13)

A(n) :=

√
n+ r − 3/2
rη2 + ns2n/s

2
∞
− 1, B

(n)
i :=

√
n+ r − 1

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1, (14)

U
(n)
i := ζi,n

(
X

(n)
i

ζi,n
− 1

)
.

В дальнейшем нам понадобятся следующие результаты, полученные в [8]:
10.

ns2n − (n− 1)s2n,i = ζ2
i,ns

2
∞. (15)

20. µ-п. н.
s2n → s2∞, n→∞. (16)

30. ∀s > 0 µs
2B

2 -п. н.
s2n → s2, n→∞. (17)

Для доказательства теоремы сформулируем следующий вспомогательный ре-
зультат
Лемма 2. Если ортонормированный базис {fk} обладает свойством

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

< (πnBπn)−1fi, fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj , fj >]1/2
= σ2, (18)

то имеют место следующие результаты:

10 1√
n

n∑
i=1

ζi,n
d→ N(0, σ2). (19)

20 1√
n

n∑
i=1

ζi,nA
(n) µ→ 0. (20)
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30 1√
n

n∑
i=1

ζi,nB
(n)
i

µ→ 0. (21)

40 1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

[
B

(n)
i −A(n)

]
µ→ 0. (22)

Доказательство. 10. Сначала покажем, что относительно меры µ случайный век-
тор ζ·,n = (ζ1,n, . . . , ζn,n) гауссовский, его компоненты, вообще говоря, зависимы
и являются (0,1)-гауссовскими случайными величинами, а матрица ковариаций
(корреляций) этого вектора состоит из элементов

cov(ζi,n, ζj,n) =
< (πnBπn)−1fi, fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj , fj >]1/2
. (23)

Действительно, введем случайные величины

ζ̃i,n := ζi,ns∞ =
< (πnBπn)−1fi, h >

[< (πnBπn)−1fi, fi >]1/2
, i = 1..n

и рассмотрим функцию распределения случайного вектора ζ·,n относительно
меры µ

µ {ζ1,n 6 u1, . . . , ζn,n 6 un} =

∞∫
0

µs
2B

2 {ζ1,n 6 u1, . . . , ζn,n 6 un} 2sgr(s2) ds.

Далее ввиду (17) выполняется µs
2B

2 {s∞ = s} = 1, тогда

µ {ζ1,n 6 u1, . . . , ζn,n 6 un} =

=

∞∫
0

µs
2B

2

{
ζ̃1,n/s 6 u1, . . . , ζ̃n,n/s 6 un

}
2sgr(s2) ds.

Заметим, что ζ̃i,n — линейные непрерывные функционалы на H и

µs
2B

2

{
ζ̃1,n/s 6 u1, . . . , ζ̃n,n/s 6 un

}
= µB2

{
ζ̃1,n 6 u1, . . . , ζ̃n,n 6 un

}
,

так как равны соответствующие характеристические функции:

exp

−
〈
s2B

n∑
i=1

yiζ̃i,n/s,

n∑
j=1

yiζ̃j,n/s

〉 =

= exp

−
〈
B

n∑
i=1

yiζ̃i,n,

n∑
j=1

yiζ̃j,n

〉 .

Таким образом,

µ {ζ1,n 6 u1, . . . , ζn,n 6 un} = µB2

{
ζ̃1,n 6 u1, . . . , ζ̃n,n 6 un

}
.

Значит, распределение случайного вектора ζ·,n относительно меры µ совпадает с
распределением вектора ζ̃·,n относительно меры µB2 . Поскольку вектор ζ̃·,n отно-
сительно меры µB2 гауссовский с нулевым вектором средних (это следует из того,
что его компоненты — линейные непрерывные функционалы на H), то таковым
является и вектор ζ·,n относительно меры µ. Кроме того,

cov(ζi,n, ζj,n) = cov2(ζ̃i,n, ζ̃j,n). (24)
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Как известно,
cov2(ζ̃i,n, ζ̃j,n) =

〈
Bζ̃i,n, ζ̃j,n

〉
=

=
< B(πnBπn)−1fi, (πnBπn)−1fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj , fj >]1/2
. (25)

Рассмотрим числитель и установим тождество

< B(πnBπn)−1fi, (πnBπn)−1fj >=< (πnBπn)−1fi, fj > . (26)

Для этого обозначим

h := (πnBπn)−1fi ∈ Hn, g := (πnBπn)−1fj ∈ Hn

и проведем следующие вычисления:

Bπng = Bg =
∞∑
j̃=1

λ2
j̃
< g, ej̃ > ej̃ =

∞∑
j̃=1

λ2
j̃

 n∑
ĩ=1

< g, fĩ >< fĩ, ej̃ >

 ej̃ ,
πnBπng =

n∑
k̃=1

n∑
ĩ=1

< g, fĩ >

 ∞∑
j̃=1

λ2
j̃
< fĩ, ej̃ >< ej̃ , fk̃ >

 fk̃.
Поскольку πnBπng = fj , то

n∑
ĩ=1

< g, fĩ > aĩ,k̃ = δk̃,j ,

где

aĩ,k̃ =
∞∑
j̃=1

λ2
j̃
< fĩ, ej̃ >< ej̃ , fk̃ > .

Теперь вычислим

< Bh, g >=

〈 ∞∑
j̃=1

λ2
j̃

 n∑
ĩ=1

< h, fĩ >< fĩ, ej̃ >

 ej̃ , n∑
m=1

< g, fm > fm

〉
=

=
n∑
ĩ=1

n∑
m=1

< h, fĩ >< g, fm > aĩ,m =
n∑
ĩ=1

< h, fĩ >

[
n∑

m=1

< g, fm > aĩ,m

]
=

=
n∑
ĩ=1

< h, fĩ > δĩ,j =< h, fj >,

что и является тождеством (26). Из (24)–(26) следует (23).
Очевидно, каждая сумма

Sn =
1√
n

n∑
i=1

ζi,n

также гауссовская с нулевым средним. Вычислим дисперсию Sn.

DSn =
1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

< (πnBπn)−1fi, fj >

[< (πnBπn)−1fi, fi >< (πnBπn)−1fj , fj >]1/2
.

Тогда из (18) следует, что последовательность характеристических функций слу-
чайных величин Sn сходится к х.ф. распределения N(0, σ2), что и влечет сходи-
мость (19).
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20. В силу (16) µ-п. н. A(n)→0 ⇒ A(n) µ→ 0. Выберем произвольные ε > 0, C > 0.
Тогда

µ
{∣∣∣SnA(n)

∣∣∣ > ε
}

= µ
{∣∣∣SnA(n)

∣∣∣ > ε, |Sn| > C
}

+

+µ
{∣∣∣SnA(n)

∣∣∣ > ε, |Sn| 6 C
}

6 µ {|Sn| > C}+ µ
{∣∣∣A(n)

∣∣∣ > ε/C
}
.

Тогда с учетом сходимости (19) имеем

lim
n→∞

µ
{∣∣∣SnA(n)

∣∣∣ > ε
}

6 2Φ (−C) ,

Переходя к пределу по C → +∞, получаем сходимость (20).
30. Используя (15), получим

1√
n

n∑
i=1

ζi,nB
(n)
i =

1√
n

n∑
i=1

ζi,n

(√
n+ r − 1

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1

)
=

=

√
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞

1√
n

n∑
i=1

ζi,n

(√
1 +

ζ2
i,n

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1

)
+ (27)

+

(√
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞
− 1

)
1√
n

n∑
i=1

ζi,n.

В силу (16), µ-п. н. √
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞
→ 1, n→∞. (28)

Тогда аналогично сходимости (20) доказывается сходимость(√
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞
− 1

)
1√
n

n∑
i=1

ζi,n
µ→ 0. (29)

Рассмотрим случайную последовательность

S̄n :=
1√
n

n∑
i=1

ζi,n

(√
1 +

ζ2
i,n

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1

)
.

Следующее обозначение нам понадобится при доказательстве п.40:

S̄n+ :=
1√
n

n∑
i=1

|ζi,n|

(√
1 +

ζ2
i,n

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1

)
.

Используя неравенство Бернулли 1 + α >
√

1 + 2α, получим∣∣S̄n∣∣ 6 S̄n+ 6
1

2
√
n

n∑
i=1

|ζi,n|3

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
6

1
2
√
n(n− 1)

n∑
i=1

|ζi,n|3

s2n,i/s
2
∞

6

6
1

min
16i6n

s2n,i/s
2
∞
· 1

2
√
n(n− 1)

n∑
i=1

|ζi,n|3 . (30)

Рассмотрим первый множитель. Ввиду (15)

n− 1
n

min
16i6n

s2n,i/s
2
∞ = s2n/s

2
∞ −

1
n

max
16i6n

ζ2
i,n. (31)
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Поскольку

µ
{
ζ2
i,n 6 u

}
=

1√
2π

u∫
0

1√
t
e−t/2dt,

то

µ

{
1
n

max
16i6n

ζ2
i,n > ε

}
6

n∑
i=1

µ
{
ζ2
i,n > εn

}
=

n√
2π

∞∫
εn

1√
t
e−t/2dt 6

6
n√

2πεn

∞∫
εn

e−t/2dt =
√

2n√
πε

e−εn/2 → 0, n→∞. (32)

В силу (16) из (31) и (32) следует, что

n− 1
n

min
16i6n

s2n,i/s
2
∞

µ→ 1, n→∞,

тогда
1

min
16i6n

s2n,i/s
2
∞

µ→ 1, n→∞. (33)

Наконец

µ

{
1

2
√
n(n− 1)

n∑
i=1

|ζi,n|3 > ε

}
6

nE |ζ1,n|3

2ε
√
n(n− 1)

=
n
√

2
ε
√
πn(n− 1)

→ 0 (34)

при n→∞. Таким образом, из (30), (33) и (34) следует, что∣∣S̄n∣∣ µ→ 0, n→∞. (35)

Теперь из (27)–(35) вытекает (21).
40.

Rn :=
1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

[
B

(n)
i −A(n)

]
=

=
1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

(√
n+ r − 1

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
−

√
n+ r − 3/2
rη2 + ns2n/s

2
∞

)
=

=

√
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞

[
1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

(√
1 +

ζ2
i,n

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
− 1

)
+

+

(
1−

√
1− 1

2(n+ r − 1)

)
· 1√

n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

]
.

|Rn| 6

√
n+ r − 1

rη2 + ns2n/s
2
∞
×

×

[
S̄n+ +

(
1−

√
1− 1

2(n+ r − 1)

)
· 1√

n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

]
. (36)

Заметим, что из доказательства п.30 следует

S̄n+
µ→ 0, n→∞. (37)
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Далее, в силу неравенства Чебышева, ∀ε > 0

µ

{(
1−

√
1− 1

2(n+ r − 1)

)
1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0} > ε

}
6

6

√
n

2ε
√

2π(n+ r − 1)
(

1 +
√

1− 1
2(n+r−1)

) → 0, n→∞. (38)

Наконец, из (28), (36), (37) и (38) следует (22).

Доказательство теоремы 2. Без ограничения общности можно считать, что ве-
роятностное пространство {Ω0,B0,P0} есть {H,B(H), µ}, и

X
(n)
i = Φ−1

(
X∗i,n

)
. (39)

Разобьем сумму в формуле (7) на два слагаемых

1√
n

n∑
i=1

X
(n)
i =

1√
n

n∑
i=1

ζi,n

[
X

(n)
i

ζi,n
− 1

]
+

1√
n

n∑
i=1

ζi,n.

Учитывая п. 10 леммы 2, для доказательства справедливости утверждения тео-
ремы достаточно (см. [18, с. 111]) показать сходимость по вероятности

1√
n

n∑
i=1

ζi,n

[
X

(n)
i

ζi,n
− 1

]
µ→ 0, n→∞. (40)

По аналогии с работой [19] можно показать, что в случае рассматриваемой ме-
ры Стьюдента, условные функция распределения, порожденные проекциями этой
меры на подпространства span{f1, . . . , fn}, имеют вид

Fi|1...̂ı...n(Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn) =

=


1− 1

2B
(

(n−1)s2n,i+r

ns2n+r ; n+r−1
2 , 1

2

)
,
〈
(πnBπn)−1fi, h

〉
> 0,

1
2B
(

(n−1)s2n,i+r

ns2n+r ; n+r−1
2 , 1

2

)
, 〈(πnBπn)−1fi, h〉 < 0,

(41)

где B(· ;α, β) — бета-распределение.
Воспользуемся известной оценкой (см. [19]) для бета-распределений

1− Φ

(√
1
u

)
6

1
2
B

(
nu

1 + nu
;
n

2
,

1
2

)
6 1− Φ

√ n− 1
2

1 + nu

 . (42)

Из формул (39), (41) и (42) с учетом обозначений (12) и (13) получим√
n+ r − 3/2
rη2 + ns2n/s

2
∞

6
X

(n)
i

ζi,n
6

√
n+ r − 1

rη2 + (n− 1)s2n,i/s2∞
. (43)

Используя обозначения (14), и оценки (43) для любого i = 1, 2, . . . нетрудно по-
лучить неравенства

A(n)ζi,n1{ζi,n>0} 6 U
(n)
i 1{ζi,n>0} 6 B

(n)
i ζi,n1{ζi,n>0}

B
(n)
i ζi,n1{ζi,n<0} 6 U

(n)
i 1{ζi,n<0} 6 A(n)ζi,n1{ζi,n<0},
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Складывая эти неравенства и суммируя по i, будем иметь

1√
n

n∑
i=1

ζi,nB
(n)
i +

1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

[
A(n) −B(n)

i

]
6

6
1√
n

n∑
i=1

U
(n)
i 6

6
1√
n

n∑
i=1

ζi,nA
(n) +

1√
n

n∑
i=1

ζi,n1{ζi,n>0}

[
B

(n)
i −A(n)

]
.

Переходя к пределу в этом неравенстве в силу п. 20, 30, 40 леммы 2, получаем
(40).

Следствие 1 (из теоремы 2). Пусть an — последовательность положительных
чисел такая, что an → +∞. Если для некоторого распределения V

1
an

n∑
i=1

ζi,n
d→ V, (44)

то
1
an

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ V. (45)

Доказательство. Очевидно, п. 20, 30 и 40 леммы 2 для сумм, нормированных чис-
лами an, выполняются, и, следовательно, повторяя доказательсто теоремы, можно
показать выполнение сходимости

1
an

n∑
i=1

ζi,n

[
X

(n)
i

ζi,n
− 1

]
µ→ 0, n→∞.

Доказательство теоремы 3. В обозначениях леммы 2 соотношение (8) означает,
что

D(Sn/
√
n)→ σ2,

то есть
1
n

n∑
i=1

ζi,n
d→ N(0, σ2),

что вместе со следствием 1 и доказывает теорему.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 4, введем нужные обозначения
и сделаем несколько замечаний.

Без ограничения общности можно считать, что вектор X2 = (X1, X2) задан на
вероятностном пространстве {H,B(H), µ1}, где µ1 — мера Коши, заданная функ-
ционалом (9), Xi = 〈 · , ei〉 , i = 1, 2.

Следуя работе [19], введем функционал s2∞(x) и множество сходимости Γ :

s2∞(x) := lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

〈x, ei〉2

λ2
i

,

Γ := {x ∈ H : 0 < s2∞(x) <∞}.
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В работе [19] установлено, что µ1{Γ} = 1. Будем предполагать, что все вводимые
далее случайные величины заданными на множестве Γ и для краткости опускать
аргумент x.

Обозначим
ξi :=

〈x, ei〉
λis∞(x)

, η :=
1

s∞(x)
, i = 1, 2, . . . . (46)

Как показано в работах [9; 19], введенные случайные величины обладают сле-
дующими свойствами:
1) относительно меры µ1 система случайных величин

η2, ξ1 , . . . , ξn , . . . , (47)

независима;
2) случайные величины ξi имеют стандартное гауссовское распределение

µ1 {ξi 6 u} = Φ(u), ∀i ∈ N; (48)

3) плотность распределения случайной величины s∞(x) имеет вид

g(u) :=
d

du
µ1 {s∞(x) 6 u} =

√
2
π
u−2e−1/2u2

.

Заметим также, что из последнего соотношения следует, что случайная величи-
на η2 = s−2

∞ (x) является квадратом (0,1)-гауссовской случайной величины с плот-
ностью распределения

pη2(u) =
1√
2πu

e−u/2, u > 0. (49)

Доказательство теоремы 4. Воспользуемся известным представлением условных
функций распределения n-мерного распределения Коши (см. [19]) с помощью бета-
распределения B(·; ·, ·) (см. [20, с. 47]). Именно условные функции распределения
каждой компоненты вектора X2 относительно другой имеют вид

F1|2(x1|x2) =

1− 1
2B
(

1+x2
2/λ

2
2

1+x2
1/λ

2
1+x

2
2/λ

2
2
; 1, 1

2

)
, xi > 0,

1
2B
(

1+x2
2/λ

2
2

1+x2
1/λ

2
1+x

2
2/λ

2
2
; 1, 1

2

)
, xi < 0.

(50)

F2|1(x2|x1) =

1− 1
2B
(

1+x2
1/λ

2
1

1+x2
1/λ

2
1+x

2
2/λ

2
2
; 1, 1

2

)
, xi > 0,

1
2B
(

1+x2
1/λ

2
1

1+x2
1/λ

2
1+x

2
2/λ

2
2
; 1, 1

2

)
, xi < 0.

(51)

Из определения функции B-распределения (см. [20, с. 47]) легко видеть, что

B

(
x; 1,

1
2

)
= 1−

√
1− x. (52)

Из (50) и (51), с учетом (52) и обозначений (46), получим

Fi|3−i(Xi|X3−i) =
1
2

1 +
ξi√

1
s2∞

+ ξ21 + ξ22

 , i = 1, 2.

В силу (47), (48) и (49) существует случайная величина ξ3 такая, что ξ23 =
= 1/s2∞(x), и (ξ1, ξ2, ξ3) гауссовский вектор с независимыми (0,1) компонентами.
Таким образом

X∗i,2 =
1
2

[
1 +

ξi√
ξ21 + ξ22 + ξ23

]
, i = 1, 2.
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Теперь покажем, что случайные величины X∗i,2, i = 1, 2 не являются ассоцииро-
ванными. Рассмотрим неубывающие функции

f(x) = g(x) = (2x− 1) 1[0,+∞)(2x− 1),

g̃(x) = (2x− 1) 1(−∞,0](2x− 1).

Нетрудно видеть, что

cov
(
f
(
X

(1)
1,2

)
, g
(
X

(1)
2,2

))
=

1
6π
− 1

64
> 0,

cov
(
f
(
X

(1)
1,2

)
, g̃
(
X

(1)
2,2

))
=

1
64
− 1

6π
< 0.

Пример 1. Рассмотрим пример, приведенный в работе [8].
В пространстве H с о.н.б. {fn}∞n=1 введем бесконечное семейство конечномер-

ных подпространств:

H(2k−1,2k+1−2) = span{f2k−1, . . . , f2k+1−2}, k = 1, 2, . . . .

В каждом из этих подпространств рассмотрим конечномерные операторы

B
(k)
0 : H(2k−1,2k+1−2) → H(2k−1,2k+1−2),

задаваемые в базисе {fn} (n = 2k − 1, . . . , 2k+1 − 2) трехдиагональными симмет-
рическими (2k × 2k)-матрицами:

B
(k)
0 =

1
22k


2 −1 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 . . . 0 −1 2

 , k = 1, 2, . . . .

Зададим оператор B0 : H→ H в базисе {fn}∞n=1 с помощью блочно-диагональной
бесконечной симметрической матрицы

B0 = diag[B(1)
0 , B

(2)
0 , . . . , B

(k)
0 , . . .].

Оператор B0 ограничен, положительно определен и является ядерным. Далее
будем считать, что n = 2k+1 − 2, тогда

πnB0πn = diag[B(1)
0 , B

(2)
0 , . . . , B

(k)
0 ];

(πnB0πn)−1 = diag[(B(1)
0 )−1, (B(2)

0 )−1, . . . , (B(k)
0 )−1];

(B(l)
0 )−1 = 22l

[
min(r, s)− rs

2l + 1

]
, r, s = 1, . . . , 2l, l = 1, . . . , k.

Тогда

lim
n→∞

1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

< (πnB0πn)−1fi, fj >

[< (πnB0πn)−1fi, fi >< (πnB0πn)−1fj , fj >]1/2
= lim
k→∞

D̂k, (53)

где

D̂k :=
1

4(2k − 1)2

k∑
l=1

 2l∑
r=1

2l∑
s=1

[
min

{
r

2l + 1
,

s

2l + 1

}
− r

2l + 1
· s

2l + 1

]
×
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×
[

r

2l + 1

(
1− r

2l + 1

)
s

2l + 1

(
1− s

2l + 1

)]−1/2
)
.

Обозначим двойную сумму в круглых скобках через cl. Рассматривая, аналогично
[8], двойной интеграл от квадрата корреляционной функции броуновского моста
как предел интегральных сумм, получим при l→∞

cl

(2l + 1)2
→ I =

1∫
0

1∫
0

min{x, y} − xy√
x(1− x)y(1− y)

dxdy =
1
4

(π2 − 3).

Тогда для l > Lε (
2l + 1

)2
I(1− ε) < cl <

(
2l + 1

)2
I(1 + ε),

откуда следует, что

lim
k→∞

D̂k = lim
k→∞

I

4(2k − 1)2

k∑
l=1

(2l + 1)2.

Вычислим

lim
k→∞

D̂k = lim
k→∞

I

4(2k − 1)2

[
4
3
(
22k − 1

)
+ 4

(
2k − 1

)
+ k

]
= I/3 =

1
12

(π2 − 3).

Таким образом в силу теоремы 3 в случае, когда мера Стьюдента задана опера-
тором B0, выполняется

1
n

n∑
i=1

X
(n)
i

d→ N(0, σ2),

где σ2 = (π2 − 3)/12.
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LIMIT THEOREM FOR INDEPENDENCE
TRANSFORMATIONS COPULAS OF STUDENT’S

t-DISTRIBUTION

c© 2011 E.A. Savinov2

In the paper we study copulas obtained as a result of independence trans-
formation of random vectors with Student’s t-distribution. For the triangular
scheme of dependent r.v. connected by such IT-copulas central limit theorem
is proved. In addition, it is shown that two-dimensional IT-copula of Cauchy
distribution is not associated.

Key words: copulas, independence transformations, limit theorems.
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