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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ
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В статье рассмотрена обратная задача определения правой части гипер-
болического уравнения с интегральным условием переопределения. Доказана
теорема о существовании обобщенного решения.
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Введение

Обратные задачи определения правой части дифференциального уравнения
возникают при математическом моделировании некоторых физических процессов
в том случае, когда помимо решения уравнения требуется восстановить действие
внешних источников. Обратные задачи для уравнений с частными производными
различных типов исследовались во многих работах [1–3]. Отметим здесь некото-
рые из них, близкие к тематике данной статьи [4–6].

В обратных задачах вместе с начальными и граничными условиями, харак-
терными для той или иной прямой задачи, задается дополнительная информа-
ция, необходимость которой обусловлена наличием неизвестных коэффициентов
или правой части уравнения. Дополнительная информация, которая называется
условием переопределения, может быть представлена в различных формах. Напри-
мер, если известно значение искомого решения в определенный момент времени,
то это дополнительное условие называют финальным переопределением. Однако
часто такая информация поступает в усредненном виде, и тогда ее удобно предста-
вить как интеграл от искомого решения. Именно такое условие переопределения
рассматривается в статье.

1. Постановка задачи

Рассмотрим в области QT = (0, l) × (0, T ) уравнение

utt(x, t) − uxx(x, t) + c(x, t)u(x, t) = p(x)h(x, t) (1.1)
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и поставим для него следующую задачу: найти пару функций (u, p), удовлетво-
ряющих уравнению (1.1), начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (1.2)

граничным условиям
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (1.3)

и условию переопределения ∫ T

0

H(t)u(x, t)dt = δ(x). (1.4)

Прежде чем сформулировать основной результат, проделаем некоторые пре-
образования и докажем вспомогательные утверждения, нужные для обоснования
разрешимости поставленной задачи. Обозначим

σ(x) =

∫ T

0

H(t)h(x, t)dt.

Пусть u ∈ C2(QT )
∩
C1(Q̄T ), p ∈ C[0, l] и выполняются равенства (1.1)–(1.4).

В этом случае пару функций (u, p) будем называть классическим решением за-
дачи. Будем предполагать выполненными следующие условия:

H(t) ∈ C2[0, T ], H(T ) = H ′(T ) = 0, σ(x) > σ0 > 0 ∀x ∈ [0, l], (A)

δ ∈ C2[0, l], δ(0) = δ(l) = 0. (B)

Умножим уравнение (1.1) на H(t) и проинтегрируем по t от 0 до T . После эле-
ментарных преобразований получим

p(x) =
1

σ(x)

[ ∫ T

0

r(x, t)u(x, t)dt− δ′′(x)
]
, (1.5)

где r(x, t) = H ′′(t) + c(x, t)H(t).

Пусть теперь (u, p) удовлетворяет уравнению (1.1), и выполняются условия
(1.2), (1.3), (1.5). Интегрируя (1.1), умноженное на H(t), от 0 до T , получим,
принимая во внимание условия H(T ) = H

′
(T ) = 0, равенство∫ T

0

r(x, t)u(x, t)dt− d2

dx2

∫ T

0

H(t)u(x, t)dt = p(x)

∫ T

0

H(t)h(x, t)dt,

откуда в силу (1.5)

d2

dx2

∫ T

0

H(t)u(x, t)dt− δ′′(x) = 0. (1.6)

Из граничных условий (1.3) следует, что∫ T

0

H(t)u(0, t)dt = 0,

∫ T

0

H(t)u(l, t)dt = 0. (1.7)

Уравнение (1.6) можно записать так:

d2

dx2
(

∫ T

0

H(t)u(x, t)dt− δ(x)) = 0.



Обратная задача с интегральным условием переопределения для гиперболического уравнения 85

Интегрируя его с учетом условий (1.7), получим∫ T

0

H(t)u(x, t)dt = δ(x),

т. е. выполняется условие (1.4). Таким образом доказана
Лемма 1. Если выполняются условия (A) и (B), то задачи (1.1)–(1.4)

и (1.1)–(1.3), (1.5) эквивалентны.
Доказанная лемма позволила разработать подход к обоснованию разрешимости

поставленной задачи, который заключается в следующем.
Сначала мы докажем существование и единственность обобщенного решения

задачи (1.1)–(1.3), (1.5), а затем покажем, что при выполнении некоторых условий
на входные данные оно будет решением задачи (1.1)–(1.4). Обозначим

Ŵ 1
2 (QT ) = {v : v ∈W 1

2 (QT ), v(x, T ) = 0}.
Введем понятие обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3), (1.5). Для этого сна-

чала выведем тождество, следуя известной процедуре [12, c. 93]: умножим (1.1)
на v ∈W 1

2 (QT ) и проинтегрируем по QT . Получим∫ T

0

∫ l

0

(−utvt+uxvx+cu)dxdt =

∫ l

0

ψ(x)v(x, 0)dx+

∫ T

0

∫ l

0

p(x)h(x, t)v(x, t)dxdt. (1.8)

Определение. Обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3), (1.5) будем называть
пару функций (u, p) таких что u ∈ W 1

2 (QT ), p ∈ L2(0, l), u(x, 0) = 0, выполняется
условие (1.5), и для всех v ∈ Ŵ 1

2 (QT ) справедливо тождество (1.8).
Рассмотрим теперь задачу (1.1)–(1.3), предполагая, что p(x) известна. Обоб-

щенное решение u(x, t) ∈ W 1
2 (QT ) этой задачи существует, единственно, и спра-

ведлива оценка [12, c. 209].

∥ u ∥W 1
2 (QT )6 c ∥ p(x) ∥L2(0,l) ·∥h∥L2(QT ) (1.9)

Опуская доказательства единственности, которое проводится так же, как
в [12, c. 209], остановимся на процедуре доказательства существования решения
для того, чтобы уточнить значение постоянной c, входящей в (1.9).

Пусть
c(x, t) ∈ C(Q̄T ), h(x, t) ∈ C(Q̄T ). (1.10)

Пусть функции wk(x) ∈ C2[0, l], wk(0) = wk(l) = 0, wk(x) линейно независимы и об-
разуют полную в W 1

2 (0, l) систему. Будем искать решение задачи (1.1)–(1.3) в виде

um(x, t) =
m∑
k=1

ck(t)wk(x)

из соотношений∫ l

0

[umttwj(x) + umxxw
′

j(x) + cumwj(x)dx] =

∫ l

0

p(x)h(x, t)wj(x)dt. (1.11)

Напомним, что сейчас мы считаем функцию p(x) известной. Соотношение (1.11)
вместе с условиями ck(0) = c

′

k(0) = 0 представляют собой задачу Коши для систем
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, которая
в силу условий (1.10) однозначно разрешима, что полностью определяет последо-
вательность приближенных решений {um(x, t)}.

Получим теперь оценку, нужную как для обоснования возможности перехода
к пределу при m −→ ∞, так и для нахождения условий разрешимости обратной
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задачи. Умножим (1.11) на c
′

j(t), просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем
по t от 0 до τ , получим∫ τ

0

∫ l

0

[umtt (x, t)u
m
t (x, t) + umx (x, t)umxt(x, t) + cum(x, t)umt (x, t)dxdt] =

=

∫ τ

0

∫ l

0

p(x)h(x, t)umt (x, t)dxdt.

Интегрируя по частям в левой части последнего равенства, получим

1

2

∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2]dx =

=

∫ τ

0

∫ l

0

p(x)h(x, t)umt (x, t)dxdt−
∫ τ

0

∫ l

0

cum(x, t)umt (x)dxdt. (1.12)

Заметим, что в силу граничных условий имеет место представление

um(x, t) =

∫ x

0

umξ (ξ, t)dξ,

из которого следует неравенство

(um(x, t))2 6 l

∫ l

0

(umx (x, t))2dx. (1.13)

Так как начальные условия однородны, то аналогично получаем, что

(um(x, τ))2 6 τ

∫ τ

0

(umt (x, t))2dt,

откуда ∫ l

0

(um(x, τ))2dx 6 τ

∫ τ

0

∫ l

0

(umt (x, t))2dxdt. (1.14)

Оценим правую часть (1.12):

∣∣ ∫ τ

0

∫ l

0

p(x)h(x, t)umt (x, t)dxdt
∣∣ 6 h0

2

∫ τ

0

∫ l

0

p2(x)dxdt+
h0
2

∫ τ

0

∫ l

0

(umt (x, t))2)dxdt,

где h0 = max
Q̄T

|h(x, t)|,

∣∣ ∫ τ

0

∫ l

0

cum(x, t))umt (x, t)dxdt
∣∣ 6 c0

2

∫ τ

0

∫ l

0

((um(x, t))2 + (umt (x, t))2)dxdt,

где c0 = max
Q̄T

|(x, t)|. С учетом полученных оценок и неравенств (1.13), (1.14) из

(1.12) следует неравенство∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx 6 h0

∫ τ

0

∫ l

0

p2(x)dxdt+

+c1

∫ τ

0

∫ l

0

[(umt (x, t))2 + (umx (x, t))2 + (um(x, t))2]dxdt,

c1 = max{h0 + c0 + τ,
c0l

2

2
},
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применив к которому лемму Гронуолла получим∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx 6 h0e
c1τ

∫ τ

0

∫ l

0

p2(x)dxdt.

Интегрируя полученное неравенство по τ от 0 до T , приходим к неравенству

∥ um ∥2W 1
2 (QT ) 6 lh0c1(ec1T − 1)∥ p ∥2L2(0,l)

,

которое влечет за собой

∥ u ∥2W 1
2 (QT ) 6 lh0c1(ec1T − 1)∥ p ∥2L2(0,l)

. (1.15)

Заметим, что ∥ h(x, t) ∥L2(QT ) =
( ∫ T

0

∫ l
0
h2(x, t)dxdt

) 1
2 6 h0

√
T l. Но тогда (1.9)

можно записать следующим образом:

∥ u ∥W 1
2 (QT ) 6 ch0

√
T l∥ p ∥L2(0,l)

.

Следовательно, c =
√

T
l c1(ec1T − 1). Обозначим ch0

√
T l = c3.

Операторное уравнение. Рассмотрим соотношение (1.5). Введем оператор

A(p) =
1

σ(x)

∫ T

0

r(x, t)u(x, t)dt, (1.16)

где u(x, t) — решение прямой задачи (1.1)–(1.3) с заданной функцией p(x).
Лемма 2. Оператор A, определяемый формулой (1.16), действует из L2(0, l)

в L2(0, l).
Доказательство. Рассмотрим

∥ A(p) ∥2L2(0,l)
=

∫ l

0

( 1

σ(x)

∫ T

0

r(x, t)u(x, t)dt
)2
dx.

Так как r(x, t) = H
′′
(t)+ cH(t), то в силу условий (A) и (1.10) r(x, t) ∈ C(Q̄T ).

Тогда ∃ R0 > 0 такое, что max
Q̄T

| r(x, t) |6 R0. Применив неравенство Коши-Буня-

ковского, получим для почти всех x ∈ (0, l)( ∫ T

0

r(x, t)u(x, t)dt
)2 6

∫ T

0

r2(x, t)dt

∫ T

0

u2(x, t)dt 6 TR2
0

∫ T

0

u2(x, t)dt.

Так как по условию σ(x) > σ0 > 0, то

∥ A(p) ∥2L2(0,l)
6 TR2

0

σ2
0

∫ T

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt 6 TR2
0

σ2
0

c23∥p∥
2
L2(0,l)

,

откуда
∥ A(p) ∥L2(0,l)

6 c4∥p∥L2(0,l), (1.17)

где c4 = R0Th0

σ0

√
l
c1(ec1T − 1). Таким образом, A(p) ∈ L2(0, l). Лемма доказана.

Запишем соотношение (1.5) в виде операторного уравнения:

p−A(p) = −δ
′′(x)

σ(x)
. (1.18)

Найдем условия, при выполнении которых оператор A(p) сжимающий. В силу
неравенства (1.17) это свойство будет иметь место, если c4 < 1. Так как

c4 =
R0Th0

σ0
√
l
c1(ec1T − 1),
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то A(p) сжимающий, если

R0Th0c1(ec1T − 1) < σ0
√
l. (1.19)

Таким образом, если справедливо условие (1.19), то операторное уравнение (1.18)
однозначно разрешимо, и его решение p(x) ∈ L2(0, l).

Доказано следующее утверждение.
Теорема 1. Если выполнены условия (А), (В) и справедливо неравенство

(1.19), то задача (1.1)–(1.3), (1.5) однозначно разрешима.
Теперь приступим к доказательству разрешимости задачи (1.1)–(1.4). Для это-

го нам потребуется показать, что найденное решение задачи (1.1)–(1.3), (1.5) при-
надлежит не только пространству W 1

2 (QT ), но и W 2
2 (QT ).

Лемма 3. Если выполняются условия теоремы 1, и, кроме того, ht ∈ L2(QT ),
то решение задачи (1.1)–(1.3), (1.5) принадлежит пространству W 2

2 (QT ).
Доказательство.
Продифференцируем (1.11) по t:

∫ l

0

(
umttt(x, t)wj(x) + umxt(x, t)w

′

j(x) + cumt (x, t)wj(x) + ctu
m(x, t)w(x)

)
dx =

=

∫ l

0

p(x)ht(x, t)wj(x)dx.

Умножим полученное равенство на c
′′

j (t) и просуммируем по j от 1 до m, а затем
проинтегрируем по t от 0 до τ :∫ τ

0

∫ l

0

(
umtttu

m
tt + umxtu

m
xtt + cumt u

m
tt + ctu

mumtt
)
dxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

phtuttdxdt. (1.20)

Проинтегрируем слагаемые, стоящие в левой части последнего равенства∫ τ

0

∫ l

0

umtttu
m
ttdxdt =

1

2

∫ l

0

(umtt (x, τ))2dx− 1

2

∫ l

0

(umtt (x, 0))2dx,

∫ τ

0

∫ l

0

umxtu
m
xttdxdt =

1

2

∫ l

0

(umxt(x, τ))2dx,

∫ τ

0

∫ l

0

cumt u
m
ttdxdt = −1

2

∫ τ

0

∫ l

0

ct(u
m
t )2dxdt+

1

2

∫ l

0

c(umt (x, τ))2dx.

Тогда из (1.20) получим

1

2

∫ l

0

[(umtt (x, τ))2 + (umxt(x, τ))2 + (cumt (x, τ))2]dx =

=
1

2

∫
(umtt (x, 0))2dx+

1

2

∫ τ

0

∫ l

0

ct(u
m
t (x, t))2dxdt+

+

∫ τ

0

∫ l

0

ctu
m(x, t)(umtt (x, t))

2dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

p(x)ht(x, t)u
m
ttdxdt. (1.21)

Рассмотрим (1.11), положив в нем t = 0, умножим на cmtt (0), а затем просум-
мируем по j от 1 до m:∫ l

0

[(umtt (x, 0))2 + umxt(x, 0)umtt (x, 0) + cumt (x, 0)utt(x, 0)]dx =
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=

∫ l

0

p(x)ht(x, 0)umtt (x, 0)dx. (1.22)

Учитывая, что umxt(x, 0) = umt (x, 0) = 0, получим, применив неравенство Коши
к правой части (1.22), неравенство∫ l

0

(umtt (x, 0))2dx 6 1

2

∫ l

0

p2h2t (x, 0)dx+
1

2

∫ l

0

umtt (x, 0))2dx,

откуда следует оценка∫ l

0

(umtt (x, 0))2dx 6
∫ l

0

p2h2t (x, 0)dx 6 p1, (1.23)

где p1 = h1∥p∥L2
2(0,l)

, h1 = max
Q̄T

|ht(x, t)|.

Продолжим оценку. Оценим правую часть равенства (1.21) по абсолютной ве-
личине. Второе слагаемое оценим с помощью (1.14), к третьему и четвертому
слагаемым применим неравенство Коши "с ε".

| 1

2

∫ τ

0

∫ l

0

ct(u
m
t (x, t))2dxdt |6 p2,

|
∫ τ

0

∫ l

0

ctu
m(x, t)(umtt (x, t))

2dxdt |6 c25
2ε

∫ τ

0

∫ l

0

(um(x, t))2dxdt+
ε

2

∫ τ

0

∫ l

0

(umtt (x, t))
2dxdt,

|
∫ τ

0

∫ l

0

p(x)ht(x, t)u
m
tt (x, t)dxdt |6

1

2ε

∫ τ

0

∫ l

0

p2(x)h2t (x, t)dxdt+
ε

2

∫ τ

0

∫ l

0

(umtt (x, t))
2dxdt,

c25
2ε

∫ τ

0

∫ l

0

(um(x, t))2dxdt 6 p2,

1

2ε

∫ τ

0

∫ l

0

p2(x)h2t (x, t)dxdt 6 p3,

где
c5 = max

Q̄T

| ct(x, t) |,

p2 =
c25 + c0ε

2ε
lh0c1(ec1T − 1)p1,

p3 =
1

2ε
p1.

Выберем ε так, чтобы 2ε < 1. Тогда

m0

∫ l

0

[(umtt (x, τ))2 + umxt(x, τ)umtt (x, τ) + cumt (x, τ)utt(x, τ)]dx 6 p1 + p2 + p3,

где
m0 = 1 − ε.

Отсюда
∥ umtt ∥L2

6 p4, ∥ umxt ∥L2
6 p4,

где p4 = p1 + p2 + p3.
Оценим umxx. В силу полученных оценок можем записать тождество:∫ τ

0

∫ l

0

(umtt v + umx vx + cuv)dxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

phvdxdt.
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Представим v(x, t) = Φ(t)ṽ(x), где Φ(t) ∈ C(0, T ), ṽ ∈
◦
W 1

2 (0, l), тогда для почти
всех t ∈ [0, T ] ∫ l

0

(umtt ṽ + umx ṽx + cuṽ)dx =

∫ l

0

phṽdx,

откуда ∫ l

0

umx ṽxdx =

∫ l

0

(ph− umtt − cum)ṽdx.

Так как функция ṽ произвольная из пространства
◦
W 1

2 (0, l), то последнее ра-
венство означает, что существует обобщенная производная

uxx = cum + umtt − ph.

Но тогда полученное решение u из W 1
2 (QT ) принадлежит W 2

2 (QT ). Поэтому урав-
нение (1.1) выполняется для почти всех (x, t) ∈ QT , и выполняются условия (1.2),
(1.3), (1.5).

Покажем, что выполняется условие (1.4). Пусть p∗(x) ∈ L2(0, l) являет-
ся решением операторного уравнения (1.18), u∗(x, t) — обобщенное решение из
пространстваW 2

2 (QT ) прямой задачи (1.1)–(1.3) с функцией p∗ в правой части
уравнения (1.1). Положим δ∗(x) =

∫ T
0
H(t)u∗(x, t)dt. В силу свойств решения

u∗(x, t) и H(t) δ∗(x) ∈
◦
W 1

2 (0, l). Повторяя рассуждения, приведенные при дока-
зательстве леммы 1, получим

p∗(x) =
1

σ(x)

( ∫ T

0

r(x, t)u∗(x, t)dt− δ∗
′′
(x)
)
. (1.24)

Но, с другой стороны, p∗ является решением (1.18):

p∗(x) =
1

σ(x)

( ∫ T

0

r(x, t)u∗(x, t)dt− δ
′′
(x)
)
. (1.25)

Тогда, вычитая из (1.24) равенство (1.25), получим

δ∗
′′
(x) = δ

′′
(x), x ∈ (0, l).

Так как δ∗(0) = δ(0) = 0, δ∗(l) = δ(l) = 0, то δ∗(x) = δ(x), следовательно, u∗ удо-
влетворяет условию (1.4), стало быть, является решением задачи (1.1)–(1.4), по-
нимаемой как функция, принадлежащая пространству W 2

2 (QT ), удовлетворяющая
условиям (1.2)–(1.4) в смысле равенства функций в L2, и почти всюду уравнению
(1.1).
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In the paper, we study an inverse problem for a hyperbolic equation with
integral overdetermination condition. The existence of a generalized solution is
proved.
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