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УДК 531.01+531.552

А.В. Андреев, М.В. Шамолин1

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ВОЗДЕЙСТВИЯ СРЕДЫ НА ТВЕРДОЕ ТЕЛО И НОВОЕ

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ФАЗОВЫХ
ПОРТРЕТОВ2

Рассматривается математическая модель воздействия среды на твердое
тело с участком его внешней поверхности в виде конуса. Приводится полная
система уравнений движения, состоящая из динамической и кинематической
частей. Динамическая часть образует независимую подсистему третьего по-
рядка. Получено новое семейство фазовых портретов на фазовом цилиндре
квазискоростей. Данное семейство состоит из бесконечного множества топо-
логически неэквивалентных фазовых портретов. При этом перестройка то-
пологического типа при переходе от одного портрета к другому происходит
вырожденным образом. Обсуждается также вопрос устойчивости ключевого
режима — прямолинейного поступательного торможения.

Ключевые слова: твердое тело, сопротивляющаяся среда, динамическая
система, фазовый портрет, топологическая эквивалентность.

1. Динамическая часть уравнений движения
Рассматривается плоскопараллельное движение твердого тела, имеющего кону-

сообразную переднюю часть, воздействующую с потоком среды (рис. 1.1).
Координата точки N приложения силы воздействия среды (xN , yN ):

yN = R(α), α = ∠xDv. (1.1)

Силы лобового и бокового сопротивления будем представлять в виде

Sx = −s(α)v2ex, Sy = −b(α)v2ey, |vD| = v. (1.2)

Динамическая часть уравнений движения перепишется в виде (m — масса те-
ла, I — центральный момент его инерции, σ = CD) при учете условий (1.1), (1.2):
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Рис. 1.1. Модель взаимодействия тела со средой

v̇ cosα− α̇v sinα+Ωv sinα+ σΩ2 = −s(α)
m

v2, (1.3)

v̇ sinα+ α̇v cosα− Ωv cosα+ σΩ̇ = −b(α)
m

v2, (1.4)

IΩ̇ = −F (α)s(α)v2 + σb(α)v2 − hΩv, (1.5)
при этом F (α) = R(α)s(α), а коэффициент h > 0 характеризует дополнительный
момент, зависящий от угловой скорости [1–3].

Поскольку кинетическая энергия тела и обобщенные силы и моменты, действу-
ющие на тело, не зависят от положения тела на плоскости, позиционные коорди-
наты в системе являются циклическими. Это позволяет рассматривать систему
динамических уравнений (1.3)–(1.5) в качестве независимой. При этом система ки-
нематических уравнений (здесь переменные φ, x0, y0 определяют положение тела
на плоскости)

φ̇ = Ω, ẋ0 = v cos(α− φ), ẏ0 = v sin(α− φ)

вместе с системой (1.3)–(1.5) является полной системой для исследования рассмат-
риваемого движения в построенном поле сил.

Без ограничения общности [1; 4] в основном будем рассматривать следующее
представление для функций R(α), s(α), b(α), определяющих воздействие среды:

R(α) = A sinα, A > 0, (1.6)

s(α) = B cosα, b(α) = b1 sinα, B, b1 > 0, (1.7)
и именовать функции R, s, b функциями Чаплыгина [1; 2; 3; 5].

2. Дальнейшее понижение порядка
Уравнения (1.3), (1.4) могут быть приведены к виду

v̇ + σΩ2 cosα+ σΩ̇ sinα = −s(α)
m

v2 cosα− b(α)

m
v2 sinα, (2.1)

α̇v − Ωv + σΩ̇ cosα− σΩ2 sinα = −b(α)
m

v2 cosα+
s(α)

m
v2 sinα. (2.2)
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Вводя далее новое дифференцирование по формуле < · >= d/dt = vd/dq =
= v <′>, где q — путь, пройденный точкой D, имеем: Ω = ωv, Ω̇ = v(ω′v +
+ ωv′). Тогда динамическая часть уравнений движения в нашем случае примет
следующий вид:

v′ = vΨ1(α, ω), (2.3)

α′ = ω +
σ

I
ψ(α, ω) cosα+ σω2 sinα+

s(α)

m
sinα− b(α)

m
cosα, (2.4)

ω′ = −1

I
ψ(α, ω)− ωΨ1(α, ω), (2.5)

где
ψ(α, ω) = F (α)− σb(α) + hω,

Ψ1(α, ω) =
σ

I
ψ(α, ω) sinα− σω2 cosα− s(α)

m
cosα− b(α)

m
sinα.

Вводя далее безразмерные параметры и дифференцирование в виде

q = Qσ, ω̄ = ωσ, β1 =
σ2AB

I
, β2 =

σ3b1
I

, β3 =
σh

I
, β4 =

Bσ

m
, β5 =

b1σ

m
,

опуская при этом черту в дальнейшем над безразмерной переменной ω̄, а так-
же по-прежнему обозначая штрихом производную по безразмерной величине Q,
имеем систему (2.4), (2.5) в случаях (1.6), (1.7) в следующем виде:

α′ = ω + β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα+ β3ω cosα+

+ω2 sinα+ β4 sinα cosα− β5 sinα cosα, (2.6)

ω′ = −β1 sinα cosα+ β2 sinα− β3ω + ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα+

+β2ω sinα− β3ω
2 sinα+ β4ω cos2 α+ β5ω sin2 α. (2.7)

Безразмерные параметры βk, k = 1, . . . , 5, естественно являются:
β1 — параметром момента силы лобового сопротивления;
β2 — параметром момента боковой силы;
β3 — параметром дополнительного демпфирующего момента;
β4 — параметром силы лобового сопротивления;
β5 — параметром момента боковой силы.
Имеем, таким образом, пятипараметрическое семейство систем (2.6), (2.7) на

двумерном фазовом цилиндре

{(α, ω) ∈ R2 : α mod 2π}.

3. Новое двухпараметрическое семейство фазовых
портретов

Рассмотрим случай наличия двух пар сил, а именно предположим, что выпол-
нены следующие условия:

β1 = β2 = β3 = 0. (3.1)

Таким образом, в системе присутствуют две пары сил: пара силы силы лобо-
вого сопротивления и пара боковой силы (которые, в принципе, можно сложить,
см. также [6–8]).

Тогда система (2.6), (2.7) при условиях (3.1) обладает двухпараметрическим
семейством фазовых портретов (рис. 3.1–3.6, замена Ω ↔ ω).
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Рис. 3.1. Фазовый портрет без дополнительных седел

Рис. 3.2. Фазовый портрет без дополнительных седел

Рис. 3.3. Фазовый портрет без дополнительных седел

Рис. 3.4. Фазовый портрет без дополнительных седел
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Рис. 3.5. Фазовый портрет без дополнительных седел

Рис. 3.6. Фазовый портрет с дополнительными седлами

Полученное в данной работе семейство отличается от ранее полученных се-
мейств [9; 10]. При этом переход от фазового потрета с одними топологическими
свойствами к фазовому портрету с другими топологическими свойствами разби-
ения на траектории происходит вырожденным образом.
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MATHEMATICAL MODELING OF A MEDIUM
INTERACTION ONTO RIGID BODY AND NEW

TWO-PARAMETRIC FAMILY OF PHASE PATTERNS

Mathematical model of a medium interaction onto a rigid body with the part
of its interior surface as the cone is considered. The complete system of body
motion equations which consists of dynamic and kinematic parts is presented.
The dynamic part is formed by the independent three-order subsystem. New
family of phase patterns on phase cylinder of quasi-velocities is found. This
family consists of infinite set of topologically non-equivalent phase patterns.
Furthermore, under the transition from one pattern type to another one, the
reconstruction of topological type occurs by the degenerate way. Also the
problem of key regime stability, i.e., rectilinear translational deceleration, is
discussed.

Key words: rigid body, resisting medium, dynamical system, phase pattern,
topological equivalence.
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