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УДК 519.63

О.П. Филатов1

ГЛОБАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ

ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Доказана глобальная теорема существования и единственности обобщен-
ного решения первой краевой задачи для нелинейного интегродифференци-
ального уравнения параболического типа.

Если правая часть уравнения интегрально ограничена, то имеет место
оценка нормы разности двух решений, из которой следуют непрерывная за-
висимость решения от начальной функции и единственность решения первой
краевой задачи.

Рассматриваемая задача обобщает реальные модели измерения уровня
несжимаемой жидкости в топливных баках ракет. Поэтому такие задачи име-
ют актуальные приложения.

Ключевые слова: интегродифференциальное уравнение, параболиче-
ский тип, первая краевая задача, априорная оценка, обобщенное решение,
существование, единственность, непрерывная зависимость.

1. Постановка задачи

Рассматривается первая краевая задача

ut − div(p(x)∇u) = f(x, t;u), u|D0 , uST = 0 (1.1)

в цилиндре GT = G×[0, T ], где ограниченная область G ⊂ Rm, ∂G ∈ C2, ST = ∂G×
× [0, T ] — боковая поверхность цилиндра, у которого верхнее и нижнее основания
обозначаются соответственно символами

DT = {(x, t) : x ∈ G, t = T}, D0 = {(x, t) : x ∈ G, t = 0},

правая часть уравнения

f(x, t;u) = F (x, t,

∫
Gt

u(x, τ) dxdτ),
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функция p ∈ C1(G), p(x) > p0 = const > 0. Измеримая функция F : G × [0, T ] ×
×R→ R удовлетворяет условию Липшица

|F (x, t, y1)− F (x, t, y2)| 6 L|y1 − y2|

по переменной y при любых допустимых значениях переменных t, x, y1, y2 с общей
постоянной L > 0 и интегрально ограничена: |F (x, t, y)| 6 F0(x, t) для любых t, x, y,
где F0 ∈ L2(GT ).

Во всех леммах и теоремах, которые приводятся ниже, предполагается выпол-
нение указанных свойств.

В качестве примера приведем частный случай задачи (1.1), которая связана с
измерением уровня несжимаемой жидкости в топливном баке ракеты по уровню
жидкости в вертикальной измерительной трубке, которая сообщается с баком в
его нижней части и в верхней. Если давление наддува в верхней полости бака
обеспечивает постоянство давления жидкости в его нижней части при изменении
высоты жидкости в баке h(t), то в соответствующей системе координат получим
задачу

∂u

∂t
− ν∆u = f(t;u), u|D0 = φ, u|ST = 0

в цилиндре GT , где

f(t;u) = g(t)
(
1− h(t)

l(t;u)

)
, l(t;u) = l0 −

1

S

∫ t

0

∫
G

u(x, τ)dx dτ.

Здесь l(t;u) — высота столба жидкости в измерительной трубке, u = v3 = u(x, t) —
скорость жидкости в момент времени t ∈ [0, T ] в точке x = (x1, x2) ∈ G =
= {x ∈ R2 : x21 + x22 < r2}, S — площадь поперечного сечения трубки, ν — ко-
эффициент кинематической вязкости жидкости. Для вектора скорости жидкости
v = (v1, v2, v3) выполняется условие v1 = v2 = 0. Функция g(t) имеет смысл ве-
личины вектора ускорения свободного падения, направленного вертикально вниз.
В этой модели фигурирует одномерное уравнение Навье — Стокса [1; 2].

Далее используется гильбертово пространство W 1,0
2 (GT ) функций u ∈ L2(GT ),

которые имеют обобщенные производные uxj ∈ L2(GT ), j = 1, 2, . . . ,m. Скалярное
произведение и норма в этом пространстве определяются соотношениями

⟨u, v⟩T =

∫
GT

(uv +
m∑
j=1

uxjvxj )dx dt, ∥u∥T =
√
⟨u, u⟩T .

Пространство W 1
2 (GT ) отличается от пространства W 1,0

2 (GT ) тем, что его элемен-
ты дополнительно имеют обобщенную производную по t из L2(GT ).

Подпространство функций из W 1
2 (GT ), след которых на поверхностях DT и

ST равен 0, обозначим через Θ0(GT ).
Определение обобщенного решения задачи (1.1) следует схеме, принятой для

линейных задач [3; 4]. Функция u ∈ W 1,0
2 (GT ), u|ST

= 0 называется обобщенным
решением задачи, если для любой пробной функции η ∈ Θ0(GT ) выполняется
равенство

−
∫
GT

uηt dx dt+

∫
Gb

p⟨∇u,∇η⟩ dx dt =
∫
G

φ(x)η(x, 0) dx+

∫
GT

f(x, t;u)ηt dx dt, (1.2)

где

⟨∇u,∇η⟩ =
m∑
j=1

uxjηxj .
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К настоящему времени, начиная с классической книги [5] (первое издание на ис-
панском языке появилось в 1927 г.), опубликовано необозримое количество работ
по интегродифференциальным уравнениям. В книге [6] приводятся модели реак-
ции-диффузии, учитывающие эффекты обратных связей, для описания которых
используются интегродифференциальные уравнения Вольтерра. Подобные модели
рассматривались в [7; 8]. Из последних, наиболее близких работ, отметим [9], где
рассматривалась первая краевая задача для параболического интегродифферен-
циального уравнения с нелинейностью специального вида. Понятие обобщенного
решения в этой работе опиралось на статью [10].

2. Теорема единственности
Зафиксируем число b ∈ (0, T ]. Из [4, теоремы 2, 3, гл. VI, п. 2] следует, что

для любой функции u ∈ W 1,0
2 (Gb) и соответствующей правой части f(x, t;u) су-

ществует единственное обобщенное решение w = A(u) ∈ W 1,0
2 (Gb) задачи (1.1),

которое удовлетворяет неравенству

∥w∥b 6 C(∥φ∥L2(G) + ∥f∥L2(Gb)), (2.1)

где постоянная C > 0 не зависит от b ∈ (0, T ], f и φ. Если uj ∈W 1,0
2 (Gb) и wj =

= A(uj), j = 1, 2, то функция w = w1−w2 является обобщенным решением задачи
(1.1) с правой частью

g(x, t) = f(x, t;u1)− f(x, t;u2)

и начальной функцией φ = 0. Из (2.1) получим

∥w∥b 6 C∥g∥L2(Gb). (2.2)

Так как
|g(x, t)| 6 L

∣∣∣ ∫
Gt

u(x, τ) dτ dx
∣∣∣, Gt = G× [0, t],

где u = u1 − u2, то с учетом неравенства Коши отсюда следует

|g(x, t)| 6 L
√
t|G|∥u∥L2(Gb),

где |G|— мера Лебега области G. Возведем левую и правую часть этого неравен-
ства в квадрат, а затем проинтегрируем на множестве Gb. После простых преоб-
разований получим оценку нормы

∥g∥L2(Gb) 6
L|G|b√

2
∥u∥L2(Gb).

Так как ∥u∥L2(Gb) 6 ∥u∥b, то отсюда и (2.2) следует неравенство

∥w∥b 6 q∥u∥b, (2.3)

где

q = q(b) =
CL|G|b√

2
.

За счет выбора b > 0 всегда можно обеспечить неравенство

q(b) < 1. (2.4)

Теорема 2.1. Пусть для числа b ∈ (0, T ] выполняется неравенство (2.4). Тогда
существует не более одного обобщенного решения задачи (1.1) из пространства
W 1,0(Gb).
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Доказательство. Пусть u1 и u2 — обобщенные решения. В неравенстве (2.3)
w = u = u1 − u2. Следовательно, (1 − q)∥u∥b 6 0. По условию q < 1, что влечет
∥u∥b = 0, а значит, и равенство u1 = u2. Теорема доказана.

Замечание 2.1. Теорема остается справедливой и в случае, если начальный
момент времени 0 заменяется на число T0 ∈ (0, T ), функция

F (x, t,

∫ t

0

∫
G

u(x, τ) dxdτ)

заменяется на функцию

F (x, t, I +

∫ t

T0

∫
G

u(x, τ) dxdτ),

где I = const, а цилиндр Gb — на цилиндр G× [T0, T0 + b].

3. Теорема существования
Пусть задано некоторое b ∈ (0, T ], для которого выполняется неравенство (2.4).

Построим последовательность функций un ∈ W 1,0(Gb), n = 1, 2, . . . по следующе-
му правилу. Примем u1 = 0 и допустим, что функция un уже определена, тогда
для правой части f(x, t;un) найдем обобщенное решение un+1 задачи (1.1) из про-
странства W 1,0(Gb). Последовательность построена. Из (2.3), (2.4) получим

∥u3 − u2∥b 6 q∥u2 − u1∥b = q∥u2∥b, ∥u4 − u3∥b 6 q∥u3 − u2∥b 6 q2∥u2∥b.

В общем случае, очевидно,

∥un+1 − un∥b 6 qn−1∥u2∥b, n = 2, 3, . . . .

Отсюда следует

∥un+1∥b 6 ∥u2 − u1∥b + ∥u3 − u2∥b + · · ·+ ∥un+1 − un∥b 6

6 ∥u2 − u1∥b(1 + q + q2 + · · ·+ qn−1) 6 ∥u2∥b
1− q

.

Таким образом, получена оценка

∥un∥b 6
∥u2∥b
1− q

, n = 1, 2, . . . . (3.1)

Так как для любого k = 1, 2, . . . и произвольного n = 1, 2, . . . выполняется нера-
венство

∥un+k − un∥b 6
qn−1

1− q
, (3.2)

то последовательность u1, u2, . . . фундаментальна в пространстве W 1,0(Gb). Сле-
довательно, существует предельная функция

u = lim
n→∞

un

из пространства W 1,0(Gb). Переходя к пределу при n→ ∞ в равенстве (см. (1.2))

−
∫
Gb

un+1ηt dx dt+

∫
Gb

p⟨∇un+1,∇η⟩ dx dt =

=

∫
G

φ(x)η(x, 0) dx+

∫
Gb

f(x, t;un)ηt dx dt,
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убеждаемся, что функция u является обобщенным решением задачи (1.1). Следо-
вательно, доказана

Теорема 3.1. Для данной начальной функции φ ∈ L2(G) при достаточно ма-
лом b > 0 существует обобщенное решение u ∈W 1,0(Gb) задачи (1.1).

Замечание 3.1. Теорема остается справедливой в рамках замечания 2.1.
Из неравенства (3.2), после перехода к пределу при k → ∞, следует оценка

∥u− un∥b 6
qn−1

1− q
, n = 1, 2, . . .

для приближенного решения un задачи (1.1) и точного u.

4. Глобальная теорема

Сначала докажем лемму о продолжении обобщенного решения.
Лемма 4.1. Пусть b ∈ (0, T ) и u1 ∈ W 1,0(Gb) — обобщенное решение задачи

(1.1). Тогда существует число δ > 0 и обобщенное решение u ∈ W 1,0(Gb+δ) этой
же задачи, которое является продолжением решения u1.

Доказательство. Рассмотрим задачу

∂u

∂t
− div(p(x)∇u) = f(x, t;u1), v|D0 = φ, v|Sb

= 0

в цилиндре Gb. Согласно [4, теоремы 2, 3, гл. VI, п. 2] обобщенное решение этой
задачи u∗ существует, единственно и определяется рядом Фурье

u∗(x, t) =
∞∑
k=1

W
(1)
k (t)vk(x),

где vk, k = 1, 2, . . ., — ортонормированные собственные функции задачи

div(p(x)∇v) = λv, v|∂G = 0, x ∈ G,

отвечающие собственным числам λk, 0 > λ1 > λ2 > · · · , λk → −∞ при k → ∞.
Здесь функция

W (1)
k(t) = φke

λkt +

∫ t

0

f
(1)
k (τ)eλk(t−τ) dτ,

где f (1)(x, t) = f(x, t;u1), φ ∈ L2(G), f1 ∈ L2(Gb),

φ(x) =
∞∑
k=1

φkvk(x), f1(x, t) =
∞∑
k=1

f
(1)
k (t)vk(x).

С другой стороны, функция u1 — решение этой же задачи. Следовательно, u∗ =
= u1. Обозначим

φ(2) = u1|Db
, I1 =

∫ b

0

∫
G

u1(x, τ) dxdτ.

Теперь рассмотрим задачу

∂z

∂t
− div(p∇z) = F (x, t, I1 +

∫ t

b

∫
G

z(x, τ) dxdτ), z|Db
= φ(2), z|Sb,b+δ

= 0

в цилиндре G× [b, b+ δ], где Db — нижнее основание, а Sb,b+δ — боковая сторона
этого цилиндра. По теоремам 2.1, 3.1 и соответствующим замечаниям 2.1, 3.1 при
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достаточно малом δ > 0 задача имеет единственное обобщенное решение z = u2,
которое совпадает с обобщенным решением задачи

∂z

∂t
− div(p∇z) = f (2)(x, t), z|Db

= φ(2), z|Sb,b+δ
= 0,

где

f (2)(x, t) = F (x, t, I1 +

∫ t

b

∫
G

u2(x, τ) dxdτ),

и, следовательно, определяется рядом Фурье

u2(x, t) =
∞∑
k=1

W
(2)
k (t)vk(x),

где

W
(2)
k (t) = φ

(2)
k eλk(t−b) +

∫ t

b

f
(2)
k (τ)eλk(t−τ) dτ, φ(2)(x) =

∞∑
k=1

φ
(2)
k vk(x),

f (2)(x, t) =
∞∑
k=1

f
(2)
k (t)vk(x).

Определим теперь функции

u3(x, t) =

{
u1(x, t), если t ∈ [0, b], x ∈ G,
u2(x, t), если t ∈ [b, b+ δ], x ∈ G,

f (3)(x, t) = f(x, t;u3)

и рассмотрим задачу

∂u

∂t
− div(p∇u) = f (3)(x, t), u|D0 = φ, u|Sb+δ

= 0

в цилиндре G×[0, b+δ]. Из [4, теорема 2, 3, гл. VI, п. 2] следует, что ее обобщенное
решение u существует, единственно и определяется рядом Фурье

u(x, t) =

∞∑
k=1

Wk(t)vk(x),

где

Wk(t) = φke
λkt +

∫ t

0

f
(3)
k (τ)eλk(t−τ) dτ,

φ(x) =
∞∑
k=1

φkvk(x), f (3)(x, t) =
∞∑
k=1

f
(3)
k (t)vk(x).

Легко проверяется, что функция Wk на отрезке [0, b] совпадает с функцией W
(1)
k ,

а на отрезке [b, b+ δ] — с функцией W
(2)
k . Следовательно, функция u на множе-

стве G × [0, b] совпадает с функцией u1, а на множестве G × [b, b + δ] — с u2.
Это означает, что u = u3. Отсюда следует, что функция u является обобщенным
решением задачи (1.1) в цилиндре G× [0, b+ δ]. Лемма доказана.

Пусть be ∈ (0, T ] — точная верхняя грань тех b > 0, для которых в простран-
стве W 1,0(Gb) обобщенное решение задачи (1.1) существует. По теореме 3.1 вы-
полняется неравенство be > 0.

Лемма 4.2. Обобщенное решение задачи (1.1) существует.
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Доказательство. Допустим, что be < T . Тогда по лемме 4.1 решение зада-
чи (1.1) можно продолжить на больший цилиндр, что противоречит определению
числа be. Лемма доказана.

В следующей теореме постоянная C из неравенства (2.1), функция

K(y) = C
√
y(y + I0), y ∈ R,

где
I0 = 4∥F0∥L2(GT ).

Здесь функция F0 берется из условия интегральной ограниченности правой части
уравнения (1.1).

Теорема 4.1. Если φ ∈ L2(G), то существует единственное обобщенное реше-
ние u ∈W 1,0(GT ) задачи (1.1). Если u1 и u2 — решения задачи (1.1), отвечающие
начальным функциям φ1 и φ2 соответственно, то выполняется неравенство

∥u1 − u2∥T 6 K(y) exp(aT 2/4), (4.1)

где y = ∥φ1 − φ2∥L2(G), a = (CL|G|)2.
Доказательство. Существование решения доказано в лемме 4.2. Докажем

единственность решения. Пусть d — точная верхняя грань тех b ∈ (0, T ], для
которых решение задачи (1.1) единственно из пространства W 1,0(Gb). Покажем,
что d = T . Предположим противное. Тогда d < T и существует единственное ре-
шение u ∈ W 1,0(Gd), при этом начальная функция u|Dd

по теоремам 2.1, 3.1 и
лемме 5.1 однозначно определяет продолжение решения u, и оно принадлежит
пространству W 1,0(Gd+δ) при некотором δ > 0, что противоречит определению
числа d.

Докажем неравенство (4.1), используя условие интегральной ограниченности
функции F . Заметим, что функция v = u1 − u2 является обобщенным решением
задачи (1.1) с правой частью

g(x, t) = f(x, t;u1)− f(x, t;u2)

и начальной функцией φ = φ1 − φ2. Отсюда

|g(x, t)|2 6 L2
(∫

Gt

|u1 − u2| dxds
)2

6 L2
(∫

Gt

1 dxdt
)
∥v∥2t = L2t|G| ∥v∥2t .

Проинтегрируем левую и правую части этого неравенства по множеству Gt и
учтем, что ∥v∥2L2(Gt)

6 ∥v∥2τ , получим

∥g∥2L2(Gt)
6 L2|G|2

∫ t

0

τ∥v∥2τ dτ. (4.2)

Так как из неравенства (2.1) следует оценка

∥v∥t 6 C∥φ∥L2(G) + C∥g∥L2(Gt)

при любом t ∈ [0, T ], то, с учетом (4.2), получим

∥v∥2t 6 C2
(
∥φ∥2L2(G) + 2∥φ∥L2(G)∥g∥L2(Gt) + ∥g∥2L2(Gt)

)
6 Q(φ) + C2∥g∥2L2(Gt)

6

6 Q(φ) + a

∫ t

0

τ∥v∥2τ dτ,

где
Q(φ) = C2

(
∥φ∥L2(G) + I0

)
∥φ∥L2(G).
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Здесь использовано условие |F (x, t, y)| 6 F0(x, t). Обозначим z(t) = ∥v∥2t . В резуль-
тате получим интегральное неравенство

z(t) 6 Q(φ) + a

∫ t

0

τz(τ) dτ.

Отсюда
z(t) 6 Q(φ) exp(at2/2), t ∈ [0, T ]

и
∥v∥t 6

√
Q(φ) exp(at2/4), t ∈ [0, T ],

что и требовалось. В частности, из неравенства (4.1) следует единственность ре-
шения задачи (1.1), но при дополнительном условии интегральной ограниченности
правой части уравнения (1.1). Теорема доказана.
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O.P. Filatov2

GLOBAL THEOREM OF EXISTENCE AND UNIQUENESS
OF THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR NONLINEAR INTEGRODIFFERENTIAL EQUATIONS
OF PARABOLIC TYPE

Global theorem of existence and uniqueness of solution of the first bound-
ary value problem for nonlinear integrodifferential equation of parabolic type
is proved. If the right-hand side of the equation is integrally bounded, then
we have estimate of the norm of the difference of two solutions, which implies
continuous dependence of solution on the initial function and uniqueness of so-
lution of the first boundary value problem. The problem under consideration
generalizes the real model for measuring the level of incompressible fluid in the
fuel tanks missiles. Therefore, such problem have a current application.

Key words: integrodifferential equation, parabolic type, first boundary value
problem, generalized solution, existence, uniqueness, continuous dependence.
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