
Вестник СамГУ. 2015. № 3(125) 53

УДК 517.95

Р.М. Сафина1

ЗАДАЧА КЕЛДЫША ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУЛЬКИНА
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

В данной статье для уравнения смешанного типа с сингулярным коэффи-
циентом исследуется задача Келдыша с неполными граничными данными.
На основании свойства полноты системы собственных функций одномерной
спектральной задачи установлен критерий единственности. Решение постро-
ено в виде суммы ряда Фурье — Бесселя. При обосновании равномерной
сходимости ряда возникла проблема малых знаменателей. При некоторых
ограничениях на данные задачи найдена оценка об отделенности от нуля
малого знаменателя с соответствующей асимптотикой, которая позволила до-
казать равномерную сходимость ряда и его производных до второго порядка
включительно и теорему существования в классе регулярных решений.
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1. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение С.П. Пулькина [1]

Su ≡ uxx + (sgny)uyy +
k

x
ux = 0 (1.1)

в прямоугольной области D = {(x, y)| 0 < x < l,−α < y < β}, где k > 1, α > 0,
β > 0 – заданные действительные числа.

В этой работе рассмотрим первую граничную задачу для уравнения (1.1) в об-
ласти D. В силу результатов работ [1; 2] в классе ограниченных в D решений
уравнения при k > 1 отрезок x = 0 границы области D освобождается от гра-
ничного условия. В связи с этим предлагается следующая задача с неполными
граничными данными, т. е. задача E (по терминологии М.В. Келдыша)

Задача E. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (1.2)

Su(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (1.3)

u(l, y) = 0, −α 6 y 6 β; (1.4)
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u(x, β) = φ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (1.5)

где φ, ψ – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям
φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0, D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.

В работах [1; 3, c. 68], показано, что в случае задачи E

ux(0, y) = 0,−α 6 y 6 β. (1.6)

Ф.И. Франкль [4, c. 288] впервые обратил внимание на то, что ряд задач транс-
звуковой динамики сводится к задаче Дирихле для уравнений смешанного типа.
Так, например, если рассматривать задачу перехода через звуковой барьер устано-
вившихся двумерных безвихревых течений идеального газа в соплах, когда сверх-
звуковые волны примыкают к стенкам сопла вблизи минимального сечения, то
она сводится к задаче Дирихле для уравнения Чаплыгина. В работе [5] была по-
казана некорректность постановки задачи Дирихле для уравнения Лаврентьева
uxx + (sgny)uyy = 0. Результат этой работы с необходимостью поставил вопрос
поиска смешанных областей, для которых задача Дирихле является корректно
поставленной. В дальнейшем задача Дирихле для уравнений смешанного типа
изучалась многими авторами [6–12]. Более полную библиографию работ, посвя-
щенных этой тематике, можно найти в монографии [12].

В последние годы задача Дирихле для уравнений смешанного типа исследо-
вана в работах [13–18].

Данная работа является продолжением исследований автора [19], где изучена
задача Дирихле для уравнения (1.1) в прямоугольной области D при 0 < k < 1.

2. Единственность решения
Решения уравнения (1.1), не равные нулю на множестве D+∪D− и удовлетво-

ряющие нулевым граничным условиям (1.4) и (1.6), будем искать в виде произ-
ведения u(x, y) = X(x) · Y (y). Подставляя данное произведение в уравнение (1.1),
получим

X
′′
(x) +

k

x
X

′
(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < l, (2.1)

X ′(0) = X(l) = 0, (2.2)

где λ2 – постоянная разделения.
Решение спектральной задачи (2.1) и (2.2) определяется по формуле

Xn(x) = x
1−k
2 J k−1

2
(λnx), (2.3)

λn =
µn

l
, n = 1, 2, 3, ..., (2.4)

где Jν(t) – функция Бесселя первого рода, µn – n-й корень уравнения
J k−1

2
(µn) = 0.

Отметим, что для собственных значений задачи (2.1) и (2.2) при больших n
справедлива асимптотическая формула [20, c. 317]:

µn = λnl = πn+
π

4
(k + 2) +O

(
1

n

)
. (2.5)

Пусть u(x, y) – решение задачи (1.2) – (1.5). Рассмотрим функции

un(y) =

∫ l

0

u(x, y)xkXn(x)dx, n = 1, 2, 3, ..., (2.6)



Задача Келдыша для уравнения Пулькина в прямоугольной области 55

где Xn(x) определяются по формуле (2.3). На основании (2.6) введем функции

un,ε(y) =

∫ l−ε

ε

u(x, y)xkXn(x)dx, n = 1, 2, 3, ..., (2.7)

где ε > 0 – достаточно малое число. Дифференцируя равенство (2.7) по y дважды
при y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) и учитывая уравнение (1.1), получим

u
′′

n,ε(y) =
∫ l−ε

ε
uyy(x, y)x

kXn(x)dx = −(sgny)
∫ l−ε

ε
(uxx + k

xux)x
kXn(x)dx =

= −(sgny)
∫ l−ε

ε
∂
∂x (x

kux)Xn(x)dx =

= −(sgny)
[
xkuxXn(x)

∣∣∣1−ε

ε
−
∫ l−ε

ε
xkuxX

′

n(x)dx
]
.

(2.8)

Из равенства (2.7) в силу уравнения (2.1), имеем

un,ε(y) = − 1
λ2
n

∫ l−ε

ε
u(x, y)xk

[
X

′′

n (x) +
k
xX

′

n(x)
]
dx =

= − 1
λ2
n

∫ l−ε

ε
u(x, y) d

dx (x
kX

′

n(x))dx =

= − 1
λ2
n

[
u(x, y)xkX

′

n(x)
∣∣∣l−ε

ε
−
∫ l−ε

ε
xkuxX

′

n(x)dx
]
.

(2.9)

Из равенства (2.9) найдем∫ l−ε

ε

uxx
kX

′

n(x)dx = λ2nun,ε(y) + u(x, y)xkX
′

n(x)
∣∣∣l−ε

ε
. (2.10)

Подставляя (2.10) в (2.8), получим

u
′′

n,ε(y) = −(sgny)
[
xkuxXn(x)

∣∣∣l−ε

ε
− λ2nun,ε(y)− u(x, y)xkX

′

n(x)
∣∣∣l−ε

ε

]
.

Переходя здесь к пределу при ε → 0, с учетом граничных условий (1.4), (1.6)
и (2.2), получим, что un(y) удовлетворяет дифференциальному уравнению

u
′′

n(y) + (sgny)λ2nun(y) = 0, y ∈ [−α, 0) ∪ (0, β]. (2.11)

Общее решение дифференциального уравнения (2.11) имеет вид

un(y) =

{
ane

λny + bne
−λny, y > 0,

cn cosλny + dn sinλny, y < 0,
(2.12)

где an, bn, cn, dn – произвольные постоянные.
Теперь в (2.12) на основании (1.2) подберем постоянные an, bn, cn и dn так,

чтобы выполнялись условия сопряжения

un(0− 0) = un(0 + 0), u
′

n(0− 0) = u
′

n(0 + 0). (2.13)

Условия (2.13) выполняются только тогда, когда cn = an + bn и dn = an − bn,
n = 1, 2, 3, .... .

С учетом последних равенств функции (2.12) принимают вид

un(y) =

{
cn chλny + dn shλny, y > 0,
cn cosλny + dn sinλny, y < 0.

(2.14)

Для нахождения постоянных cn и dn воспользуемся граничным условием (1.5)
и формулой (2.6):
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un(β) =

∫ l

0

u(x, β)xkXn(x)dx =

∫ l

0

φ(x)xkXn(x)dx = φn, (2.15)

un(−α) =
∫ l

0

u(x,−α)xkXn(x)dx =

∫ l

0

ψ(x)xkXn(x)dx = ψn. (2.16)

Теперь на основании (2.14)–(2.16) получим систему{
cn chλnβ + dn shλnβ = φn,

cn cosλnα− dn sinλnα = ψn.
(2.17)

Если определитель системы (2.17) при всех n ∈ N

△(n, α, β) = chλnβ sinλnα+ shλnβ cosλnα ̸= 0, (2.18)

то данная система имеет единственное решение

cn =
ψnshλnβ + φn sinλnα

chλnβ sinλnα+ shλnβ cosλnα
, (2.19)

dn =
φn cosλnα− ψnchλnβ

chλnβ sinλnα+ shλnβ cosλnα
. (2.20)

С учетом (2.14), (2.19), (2.20) найдем окончательный вид функции

un(y) =

{
1

△(n,α,β) [φn(cosλnαshλny + sinλnαchλny) + ψnshλn(β − y)] , y > 0,
1

△(n,α,β) [φn sinλn(y + α) + ψn(shλnβ cosλny − chλnβ sinλny)] , y < 0.

(2.21)
Пусть теперь φ(x) ≡ 0 и ψ(x) ≡ 0 и выполнены условия (2.18). Тогда из ра-

венств (2.15), (2.16) и (2.21) следует, что un(y) ≡ 0 при всех n ∈ N. Тогда из (2.6)
получим ∫ l

0

u(x, y)xkXn(x)dx = 0, n = 1, 2, 3, ... . (2.22)

Отсюда в силу полноты системы (2.3) в пространстве L2[0, l] с весом xk следует
u(x, y) = 0 почти для всех x ∈ [0, l] и при любом y ∈ [−α, β]. Поскольку u(x, y) ∈
∈ C(D), то u(x, y) = 0 в D.

Пусть при некоторых α, β и n = s ∈ N нарушено условие (2.18), т. е.
△(s, α, β) = 0. Тогда однородная задача (1.2) – (1.5) (где φ(x) = ψ(x) ≡ 0) имеет
нетривиальное решение

us(x, y) =

{
d̃s(shλsychλsβ − shλsβchλsy)Xs(x), y > 0,

d̃s(chλsβ sinλsy − shλsβ cosλsy)Xs(x), y < 0,
(2.23)

где d̃s – произвольная постоянная, не равная нулю, Xs(x) определяются по фор-
муле (2.3).

Выражение △(n, α, β) представим в виде

△(n, α, β) =
√
ch2λnβ sin(µnα̃+ θn), (2.24)

где λnα = µn

l α = µnα̃, α̃ = α
l , θn = arcsin chλnβ√

ch2λnβ
→ π

4 при n→ +∞. Из представ-
ления (2.24) видно, что выражение △(n, α, β) = 0 относительно α̃ только в том
случае, когда

α̃ =
1

µn
(πz − θn), z = 1, 2, ... . (2.25)

Таким образом, доказана
Теорема 1. Если существует решение задачи (1.2) – (1.5), то оно един-

ственно тогда и только тогда, когда выполнены условия (2.18) при всех n ∈ N .
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3. Существование решения
Поскольку α и β – любые числа из промежутков задания, то при достаточно

больших n выражение △(n, α, β), которое входит в знаменатели коэффициентов
(2.19) и (2.20), может стать достаточно малым, т. е. возникает проблема ”малых
знаменателей” [13]. Для обоснования существования решения данной задачи необ-
ходимо показать существование чисел α, β и k таких, что при достаточно боль-
ших n выражение △(n, α, β) отделено от нуля.

Лемма 1. Если α̃ = p/q, p, q ∈ N , (p, q) = 1 и k ̸= 1
p (4dq− q− 4r)− 2, d ∈ N ,

r = 1, ..., q−1, то существуют положительные постоянные C0 и n0 ∈ N такие,
что при всех n > n0 справедлива оценка

|△(n, α, β)| > C0e
λnβ . (3.1)

Доказательство. На основании формулы (2.5) имеем

µnα̃ = πnα̃+
π

4
(k + 2)α̃+O

(
1

n

)
. (3.2)

Тогда из соотношения (2.24) с учетом (3.2) получим

△(n, α, β) =
√
ch2λnβ sin

[
πnα̃+

π

4
(k + 2)α̃+O

(
1

n

)
+ θn

]
. (3.3)

Пусть теперь α̃ = p/q – рациональное число, где p, q ∈ N , (p, q) = 1. В этом
случае разделим np на q с остатком: np = sq+ r, s, r ∈ N ∪ 0, 0 6 r 6 q− 1. Тогда
выражение (3.3) примет вид:

△(n, α, β) =
√
ch2λnβ(−1)s sin

[
πr
q + πp

4q (k + 2) + θn +O
(
1
n

)]
=

= eλnβ
√
2

√
1 + e−4λnβ(−1)s sin

[
πr
q + πp

4q (k + 2) + π
4 − εn +O

(
1
n

)]
,

(3.4)

здесь εn > 0 и εn → 0 при n→ ∞.
Применяя формулу разности арксинусов

arcsinx− arcsin y = arcsin(x
√
1− y2 − y

√
1− x2), xy > 0,

и учитывая неравенство arcsinx < πx/2, 0 < x < 1, имеем

|εn| =
∣∣∣π4 − θn

∣∣∣ = ∣∣∣ arcsin 1√
2
− arcsin chλnβ√

ch2λnβ

∣∣∣ = ∣∣∣ arcsin 1√
2

shλnβ−chλnβ√
ch2λnβ

∣∣∣ =
=
∣∣∣ arcsin −e−λnβ

√
2ch2λnβ

∣∣∣ < π
2

e−λnβ√
e2λnβ+e−2λnβ

< π
2 e

−2λnβ .

Тогда из представления (3.4) следует, что существует номер n0 такой, что при
всех n > n0

|△(n, α, β)| > eλnβ

√
2

∣∣∣∣sin [πrq +
πp

4q
(k + 2) +

π

4

]∣∣∣∣ = C0e
λnβ . (3.5)

Теперь потребуем, чтобы постоянная C0 была больше нуля, а это возможно
только тогда, когда

πr

q
+
πp

4q
(k + 2) +

π

4
̸= πd, d ∈ N,

или
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r

q
+

1

4
̸= d− (k + 2)p

4q
(3.6)

при всех d ∈ N , r ∈ N0 ∩ [0, q − 1].
Из (3.6) имеем

k ̸= 1

p
(4dq − q − 4r)− 2. (3.7)

Из неравенства (3.7) видно, что если k является положительным иррациональ-
ным числом, то неравенство (3.6) всегда выполнено. При рациональном k условие
(3.6) может нарушаться. Поэтому потребуем, что постоянная k не принимала ра-
циональные значения из правой части (3.7).

Лемма 2. Пусть выполнено неравенство (3.1) при n > n0. Тогда при таких n
для любых y ∈ [−α, β] справедливы оценки:

|un(y)| 6 C1(|φn|+ |ψn|), (3.8)

|u
′

n(y)| 6 C2n(|φn|+ |ψn|), (3.9)

|u
′′

n(y)| 6 C3n
2(|φn|+ |ψn|), (3.10)

Ci – здесь и далее положительные постоянные.
Доказательство. На основании формул (2.21) с учетом оценки (3.1) найдем

|un(y)| 6 1
|△(n,α,β)| [|φn|(shλnβ + chλnβ) + |ψn|shλnβ] 6

6 1
C0eλnβ [|φn|(shλnβ + chλnβ) + |ψn|shλnβ] 6 C̃1[|φn|+ |ψn|], y > 0,

(3.11)

|un(y)| 6
1

C0eλnβ
[|φn|+ |ψn|(shλnβ + chλnβ)] 6 C̃2[|φn|+ |ψn|], y < 0. (3.12)

Тогда при всех y ∈ [−α, β] и n > n0

|un(y)| 6 C1(|φn|+ |ψn|), (3.13)

здесь C1 = max{C̃1, C̃2}.
На основании формул (2.21) вычислим

u
′

n(y) =

{
λn

△(n,α,β) [φn(cosλnαchλny + sinλnαshλny)− ψnchλn(β − y)] , y > 0,
λn

△(n,α,β) [φn cosλn(y + α)− ψn(shλnβ sinλny + chλnβ cosλny)] , y < 0.

(3.14)
Аналогично, исходя из равенств (3.1) и (3.14), получим

|u′

n(y)| 6 n
C0eλnβ [|φn|(chλnβ + shλnβ)− |ψn|chλnβ] 6 nC̃3(|φn|+ |ψn|), y > 0,

|u′

n(y)| 6 n
C0eλnβ [|φn| − |ψn|(shλnβ + chλnβ)] 6 nC̃4(|φn|+ |ψn|), y < 0.

(3.15)
Тогда при всех y ∈ [−α, β] и n > n0

|un(y)| 6 nC2(|φn|+ |ψn|), (3.16)

где C2 = max{C̃3, C̃4}.
Для второй производной справедливо тождество

u
′′

n(y) = −(sgn y)λ2nun(y), y ∈ [−α, 0) ∪ (0, β].

Отсюда в силу оценки (3.13) следует, что

|u
′′

n(y)| 6 λ2n|un(y)| 6 C3n
2(|φn|+ |ψn|).
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Лемма 3. Для достаточно больших n и при всех x ∈ [0, l] справедливы
оценки:

|Xn(x)| 6 C5n
− 1

2 , (3.17)

|X
′

n(x)| 6 C6n
1
2 , (3.18)

|X
′′

n (x)| 6 C7n
3
2 . (3.19)

где Ci – положительные постоянные.
Доказательство. Функция Xn(x) = x

1−k
2 J k−1

2
(λnlx) ∈ C2[0, l] и при больших t

справедлива асимптотическая формула

Jν(t) = O

(
1

t1/2

)
. (3.20)

Отсюда следует справедливость оценки (3.17). Найдем

X
′

n(x) = −λnlx−
1−k
2 J k+1

2
(λnlx). (3.21)

Тогда из формул (3.20) и (3.21) следует справедливость оценки (3.18). Далее из
уравнения (2.1) найдем

X
′′

n (x) = −k
x
X

′

n(x)− λ2Xn(x).

Отсюда в силу доказанных неравенств (3.17) и (3.18) следует справедливость оцен-
ки (3.19).

Лемма 4. Если функции φ(x) ∈ C4[0, l] и ψ(x) ∈ C4[0, l] и φ(0) = ψ(0) =
= φ

′
(0) = ψ

′
(0) = φ

′′
(0) = ψ

′′
(0) = 0, φ(l) = ψ(l) = φ

′
(l) = ψ

′
(l) = φ

′′
(l) = ψ

′′
(l) = 0,

то справедливы оценки:

|φn| 6
C8

n4
, |ψn| 6

C9

n4
. (3.22)

Доказательство. Интегрируя два раза по частям в интеграле (2.15) с учетом
равенства (2.1), имеем

φn =
∫ l

0
φ(x)xkXn(x)dx = − 1

λ2
n

∫ l

0
φ(x)(xkX

′

n(x))
′
dx =

= 1
λ2
n

∫ l

0
φ

′
(x)xkX

′

n(x)dx = − 1
λ2
n

∫ l

0
(φ

′
(x)xk)

′
Xn(x)dx =

= − 1
λ2
n

∫ l

0
φ

′′
(x)xkXn(x)dx− k

λ2
n

∫ l

0
φ

′
(x)
x xkXn(x)dx.

Отсюда получим представление

φn = − 1

λ2n
φ(2)
n − k

λ2n
φ1n, (3.23)

где

φ(2)
n =

∫ l

0

φ
′′
(x)xkXn(x)dx, φ1n =

∫ l

0

φ
′
(x)

x
xkXn(x)dx.

Аналогично получим представления для

φ(2)
n = − 1

λ2n
φ(4)
n − k

λ2n
φ3n, (3.24)

φ1n = − 1

λ2n
φ
(2)
1n − k

λ2n
φ2n, (3.25)

где

φ(4)
n =

∫ l

0

φ(4)(x)xkXn(x)dx, φ3n =

∫ l

0

φ
′′′
(x)

x
xkXn(x)dx,
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φ
(2)
1n =

∫ l

0

φ
′′

1 (x)x
kXn(x)dx, φ2n =

∫ l

0

φ
′

1(x)

x
xkXn(x)dx, φ1(x) = φ

′
(x)/x.

Подставляя (3.24) и (3.25) в (3.23), получим

φn =
1

λ4n
φ(4)
n +

k

λ4n
φ3n +

k

λ4n
φ
(2)
1n +

k2

λ4n
φ2n. (3.26)

Из представления (3.26) следует первая оценка из (3.22). Аналогично доказы-
вается справедливость второй оценки из (3.22).

Если выполнены условия (2.18) и (3.1), то на основании частных решений (2.3)
и (2.21) решение задачи (1.2) – (1.5) можно представить в виде суммы ряда Фурье

u(x, y) =
+∞∑
n=0

un(y)Xn(x), (3.27)

где функции un(y) определены по формуле (2.21), а функции Xn(x) – по форму-
ле (2.3).

Формально из ряда (3.27) почленным дифференцированием составим ряды:

uy(x, y) =
+∞∑
n=0

u
′

n(y)Xn(x), ux(x, y) =
+∞∑
n=0

un(y)X
′

n(x). (3.28)

uyy(x, y) =

+∞∑
n=0

u
′′

n(y)Xn(x), uxx(x, y) =

+∞∑
n=0

un(y)X
′′

n (x). (3.29)

Ряды (3.27) и (3.28) при любом (x, y) ∈ D мажорирутся рядом

C10

+∞∑
n=0

n
1
2 (|φn|+ |ψn|), (3.30)

а ряды (3.29) при любом (x, y) ∈ D+ ∪D− – рядом

C11

+∞∑
n=0

n
3
2 (|φn|+ |ψn|). (3.31)

Согласно лемме 4 ряды из (3.30) и (3.31) оцениваются соответственно число-
выми рядами

C12

+∞∑
n=1

n−
7
2 , C13

+∞∑
n=1

n−
5
2 . (3.32)

На основании сходимости рядов (3.32) в силу признака Вейерштрасса сходятся
равномерно ряды (3.27), (3.28) на замкнутой области D, а ряды (3.29) соответ-
ственно на замкнутых областях D+ и D−. Поэтому функция u(x, y), определенная
рядом (3.27), удовлетворяет условиям (1.2) и (1.3).

Если для указанных в лемме 1 чисел α̃ при некоторых n = m = s1, s2, ..., sh, где
1 6 s1 < s2 < ... < sh 6 n0, sh и h – заданные натуральные числа, △(m,α, β) = 0.
Тогда для разрешимости системы (2.17) достаточно, чтобы выполнялись условия

φm = 0, ψm = 0,m = s1, s2, ..., sh. (3.33)

В этом случае решение задачи (1.2)–(1.5) определяется в виде

u(x, y) =

s1−1∑
n=1

+...+

sh−1∑
n=sh−1+1

+
+∞∑

n=sh+1

un(y)Xn(x) +
∑
m

um(x, y), (3.34)
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здесь в последней сумме m принимает значения s1, s2, ..., sh, функция um(x, y)
определяется по формуле (2.23).

Итак, доказана
Теорема 2. Пусть функции φ(x) и ψ(x) удовлетворяют условиям леммы 4

и выполнена оценка (3.1) при n > n0. Тогда если △(n, α, β) ̸= 0 при всех n = 1, n0,
то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), и это решение опре-
деляется рядом (3.27); если △(n, α, β) = 0 при некоторых n = s1, s2, ..., sh 6 n0,
то задача (1.2)–(1.5) разрешима, когда выполняются условия (3.33), и решение
в этом случае определяется рядом (3.34).
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R.M. Safina2

KELDYSH PROBLEM FOR PULKIN’S EQUATION
IN A RECTANGULAR DOMAIN

In this article for the mixed type equation with a singular coefficient Keldysh
problem of incomplete boundary conditions is studied. On the basis of property
of completeness of the system of own functions of one-dimensional spectral prob-
lem the criterion of uniqueness is established. The solution is constructed as the
summary of Fourier-Bessel row. At the foundation of the uniform convergence
of a row there is a problem of small denominators.Under some restrictions on
these tasks evaluation of separation from zero of a small denominator with the
corresponding asymptotics was found, which helped to prove the uniform con-
vergence and its derivatives up to the second order inclusive, and the existence
theorem in the class of regular solutions.

Key words: equation of the mixed type, singular coefficient, Keldysh prob-
lem, spectral method, series of Fourier-Bessel, uniform convergence, uniqueness,
existence.
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О.П. Филатов1

ГЛОБАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ

ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Доказана глобальная теорема существования и единственности обобщен-
ного решения первой краевой задачи для нелинейного интегродифференци-
ального уравнения параболического типа.

Если правая часть уравнения интегрально ограничена, то имеет место
оценка нормы разности двух решений, из которой следуют непрерывная за-
висимость решения от начальной функции и единственность решения первой
краевой задачи.

Рассматриваемая задача обобщает реальные модели измерения уровня
несжимаемой жидкости в топливных баках ракет. Поэтому такие задачи име-
ют актуальные приложения.

Ключевые слова: интегродифференциальное уравнение, параболиче-
ский тип, первая краевая задача, априорная оценка, обобщенное решение,
существование, единственность, непрерывная зависимость.

1. Постановка задачи

Рассматривается первая краевая задача

ut − div(p(x)∇u) = f(x, t;u), u|D0 , uST = 0 (1.1)

в цилиндре GT = G×[0, T ], где ограниченная область G ⊂ Rm, ∂G ∈ C2, ST = ∂G×
× [0, T ] — боковая поверхность цилиндра, у которого верхнее и нижнее основания
обозначаются соответственно символами

DT = {(x, t) : x ∈ G, t = T}, D0 = {(x, t) : x ∈ G, t = 0},

правая часть уравнения

f(x, t;u) = F (x, t,

∫
Gt

u(x, τ) dxdτ),

1 c⃝ Филатов О.П., 2015
Филатов Олег Павлович (filatov_oleg@samaradom.ru), кафедра уравнений математической

физики, Самарский государственный университет, 443011, Российская Федерация, г. Самара,
ул. Акад. Павлова, 1.


