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УДК 517.956

А.Е. Савенкова1

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ С ДИНАМИЧЕСКИМ
НЕЛОКАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассмотрена краевая задача для гиперболического уравнения
с частными производными с динамическим нелокальным условием второго
рода. Появление динамического условия может быть обусловлено наличием
некоего демпфирующего устройства. Доказано существование единственного
обобщенного решения исследуемой задачи в заданной цилиндрической обла-
сти. Получены некоторые ограничения на входные данные. Единственность
обобщенного решения доказана с помощью полученных в работе априорных
оценок. Для доказательства существования обобщенного решения методом
Галеркина построена последовательность приближенных решений. Для за-
вершения доказательства применены теоремы вложения.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, динамические нелокаль-
ные условия, нелокальные условия второго рода, интегральные условия,
обобщенное решение, метод Галеркина, демпфирующее устройство, динами-
ческие краевые условия.

1. Предварительные сведения

Задачи с нелокальными условиями для уравнений с частными производными
привлекают внимание многих математиков. К настоящему времени опубликова-
но значительное количество работ, посвященных этой тематике. Особый интерес
вызывают задачи с нелокальными интегральными условиями, интенсивное изуче-
ние которых началось с работ Дж. Р. Кэннона [1] и Л.И. Камынина [2]. В этих
работах рассматривались нелокальные задачи для параболических уравнений. Не
менее интересными, но более трудными оказались нелокальные задачи для гипер-
болических уравнений. Отметим здесь работы, посвященные задачам с интеграль-
ными условиями различных видов для гиперболических уравнений [3–7].

В настоящей работе рассматривается задача с нелокальным условием второго
рода, содержащим производную первого порядка по переменной времени. Такие
условия называют динамическими. Присутствие первой производной по времени
может быть обусловлено наличием некоего демпфирующего устройства. Простей-
ший пример задачи с динамическим краевым условием приведен в [8], в которой
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роль демпфера играет пластинка, плоскость которой перпендикулярна оси колеб-
лющегося тела, вследствие чего нужно учитывать сопротивление среды.

2. Основные результаты
Постановка задачи В цилиндрической области QT = Ω×(0, T ), где Ω− огра-

ниченная область в Rn c гладкой границей ∂Ω, рассмотрим уравнение

utt(x, t)− (aijuxi(x, t))xj + c(x, t)u(x, t) = f(x, t) (2.1)

и поставим для него следующую задачу: найти в QT решение уравнения (2.1),
удовлетворяющее условиям:

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (2.2)

∂u(x, t)

∂N
+ α

∂u(x, t)

∂t
+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy = 0, (2.3)

где ∂u
∂N =

n∑
i,j=1

aijuxi cos(ν, xj), ν = (ν1, ..., νn) — вектор внешней нормали в текущей

точке ST = ∂Ω× (0, T ), α — положительное число, функция K(x, y, t) задана на
Ω̄× Q̄T .

Обозначим Ŵ 1
2 (QT ) = {v : v ∈W 1

2 (QT ), v(x, T ) = 0}.
Введем понятие обобщенного решения задачи (2.1)–(2.3). Следуя известной про-

цедуре [9, c. 93], получим для u ∈W 1
2 (QT ), v ∈ Ŵ 1

2 (QT ) равенство
T∫

0

∫
Ω

(−utvt + aijuxi
vxj

+ cuv)dxdt+

T∫
0

∫
∂Ω

α
∂u

∂t
vdsdt+

+

∫ T

0

∫
∂Ω

v(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt =

T∫
0

∫
Ω

f(x, t)v(x, t)dxdt. (2.4)

Определение. Обобщенным решением задачи (2.1)–(2.3) будем называть функ-
цию u ∈ W 1

2 (QT ), удовлетворяющую условию u(x, 0) = 0 и тождеству (2.4) для
всех v ∈ Ŵ 1

2 (QT ).
Теорема. Пусть выполняются следующие условия:

aij ∈ C(QT ), aijt ∈ C(QT ), aij = aji, µξ
2aijξiξj 6 νξ2,

K(x, y, t) ∈ C(Ω̄× Q̄T ),Kt(x, y, t) ∈ C(Ω̄× Q̄T ),

c ∈ C(Q̄T ), ct ∈ C(Q̄T ), f ∈ L2(QT ).

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (2.1)–(2.3).
Доказательство. Единственность обобщенного решения докажем, как обыч-

но, от противного. Предположим, что существует два различных решения u1, u2,
задачи (2.1)–(2.3). Тогда их разность, u = u1−u2, удовлетворяет условиям u(x, 0) =
= 0, ut(x, 0) = 0 и тождеству (2.4). Выберем в (2.4) функцию v(x, t) следующим
образом:

v(x, t) =

t∫
τ

u(x, η)dη, 0 6 t 6 τ, v(x, t) = 0, τ 6 t 6 T
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и проделаем некоторые преобразования в (2.4), интегрируя по частям, которые
приведут нас к равенству

1

2

∫
Ω

[u2(x, τ) + aijvxi(x, 0)vxi(x, 0)]dx = −1

2

∫ τ

0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxi(x, t)vxj (x, t)dtdx+

+

τ∫
0

∫
Ω

c(x, t)v(x, t)vt(x, t)dxdt−
τ∫

0

∫
∂Ω

α
∂u

∂t
v(x, t)dsdt+

+

τ∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt. (2.5)

Интегрируя третье слагаемое правой части по частям и учитывая, что vt(x, t) =
= u(x, t), получим

1

2

∫
Ω

[u2(x, τ) + aijvxi(x, 0)vxi(x, 0)]dx+

τ∫
0

∫
∂Ω

αu2(x, t)dsdt =

= −1

2

τ∫
0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxi(x, t)vxj (x, t)dtdx+

+

τ∫
0

∫
Ω

c(x, t)v(x, t)vt(x, t)dxdt+

∫ τ

0

∫
∂Ω

v(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt. (2.6)

Следующий этап доказательства состоит в получении оценки. Заметим, что в силу
условий теоремы существуют такие числа ā > 0, c0 > 0K0 > 0, что

maxQ̄T
|∂aij
∂t

| 6 ā,

maxQ̄T
|c(x, t)| 6 c0,

K0 = maxQ̄T

∫
Ω

K2(x, y, t)dy.

Оценим слагаемые в правой части (2.6):

1

2

τ∫
0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxi(x, t)vxj (x, t)dtdx 6 1

2
ā

τ∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

vxivxjdxdt 6

6 ā

τ∫
0

∫
Ω

v2xdxdt.

Для оценки второго слагаемого воспользуемся неравенством Коши — Буняков-
ского

|
τ∫

0

∫
Ω

c(x, t)v(x, t)vt(x, t)dxdt |6
c0
2

τ∫
0

∫
Ω

(v2 + v2x)dxdt.

К последнему слагаемому применим неравенство Коши — Буняковского и нера-
венство

∫
∂Ω

v2(x, t) 6
∫
Ω

[εv2x(x, t) + c(ε)v2(x, t)]dx [9, c. 77], положив в нем ε = 1,
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получим

|
τ∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt| 6 1

2

∫ τ

0

∫
∂Ω

v2(x, t)dsdt+

+

τ∫
0

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kudy)2dsdt 6 c1

τ∫
0

∫
Ω

v2xdxdt+ c2

τ∫
0

∫
Ω

v2dxdt+
1

2
ωK0

τ∫
0

∫
Ω

u2dxdt,

ω =

∫
∂Ω

ds, c2 =
c1
4

+ 1.

С учетом этих оценок получим неравенство

1

2

∫
Ω

[u2(x, τ) + aijvxi(x, 0)vxj (x, 0)]dx+ α

τ∫
0

∫
∂Ω

u2dsdt 6

6 c0 +K0ω

2

τ∫
0

∫
Ω

u2(x, t)dxdt+ (
c1
2

+ ā)

τ∫
0

∫
Ω

v2x(x, t)dxdt+

+(
c2 + c0

2
+ ā)

τ∫
0

∫
Ω

v2(x, t)dxdt. (2.7)

Введем функцию Wi =
∫ 0

t
uxi

dη. Тогда в силу представления функции v(x, t)

vxi(x, t) = w(x, t)− wi(x, τ), vxi(x, 0) = −wi(x, τ).

Заметим также, что для почти всех x ∈ Ω
τ∫

0

v2(x, t)dt =

τ∫
0

(

τ∫
t

u(x, η)dη)2dt 6
τ∫

0

(t− τ)

τ∫
t

u2(x, η)dηdt 6

6 τ2
τ∫

0

u2(x, t)dt.

Тогда неравенство (2.7) можно записать в виде
1

2

∫
Ω

[u2(x, τ) + aijwxi(x, τ)wxj (x, τ)]dx+ α

∫ τ

0

∫
∂Ω

u2dsdt 6

6 (1 + 2ā)

∫ τ

0

∫
Ω

n∑
i=1

w2
i (x, t)dxdt+ τ(1 + 2ā)

∫
Ω

n∑
i=1

w2
i (x, τ)dxdt+

+
2c0 +K0ω + 2ā+ c2

2

τ∫
0

∫
Ω

u2(x, t)dxdt.

Из условий теоремы следует, что aijwxi(x, τ)wxj (x, τ) > µΣn
i=1ω

2
i . Воспользуем-

ся произволом τ и выберем его так, чтобы µ − 2c1τ > µ
2 , где c1 = ε + 2ā. Тогда

для τ ∈ [0, µ
4c1

] выполняется неравенство

m

∫
Ω

[u2(x, τ) + Σn
i=1w

2
i (x, τ)]dx 6M

τ∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

w2
i (x, t) + u2(x, t)]dxdt, (2.8)
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где m = min{1, µ2 },M = max{ 2c0+K0ω+2ā+c2
2 , 1+2ā}. Применив к (2.8) лемму Гро-

нуолла, приходим к выводу, что u(x, t) = 0 для t ∈ [0, µ
4c1

]. Повторяя эти рассуж-
дения для t ∈ [ µ

4c1
, µ
2c1

], получим, что u(x, t) = 0 и на этом промежутке. Через
конечное число шагов убеждаемся в том, что задача (2.1)–(2.3) не может иметь
более одного обобщенного решения.

Доказательство существования обобщенного решения задачи (2.1)–(2.3) прове-
дем по следующей схеме: построим последовательность приближенных решений
методом Галеркина, покажем, что из нее можно выделить подпоследовательность,
слабо сходящуюся к обобщенному решению.

Приближеное решение задачи (2.1)–(2.3) ищем в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

ck(t)wk(x),

где wk(x) — фундаментальная система в W 1
2 (Ω) и (wk, wl)L2(Ω) = δlk, из соотно-

шений ∫
Ω

(umttwl + aiju
m
xi
wlxj + cumwl)dx+

∫
∂Ω

αumt wlds+

+

∫
∂Ω

wl(x)

∫
Ω

K(x, y, t)um(y, t)dyds =

∫
Ω

fwldx, (2.9)

которые представляют собой систему линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка относительно неизвестных ck(t) :

c′′k(t) +
m∑

k=1

Aklc
′

k(t) +
m∑

k=1

Bklck(t) = fl(t), (2.10)

где fl(t) =
∫
Ω

fwldx,Akl = α(t)
∫
∂Ω

wkwlds,

Bkl =
∫
Ω

(aijwkxiwlxj+cwkwl)dx+
∫
∂Ω

wl(x)
∫
Ω

Kwk(y)dyds. Добавив к (2.10) начальные

условия
ck(0) = 0, c′k(0) = 0, (2.11)

приходим к задаче Коши. В силу условий теоремы коэффициенты системы (2.10)
cуть ограниченные функции, а свободные члены fl ∈ L1(0, T ). Но тогда эта зада-
ча однозначно разрешима и c′′k ∈ L1(0, T ). Для продолжения доказательства нам
потребуется априорная оценка, к выводу которой мы и перейдем. Умножив (2.9)
на c

′

l(t), просуммируем полученное равенство от 1 до m, а затем проинтегрируем
по t от 0 до τ ∈ [0, T ]. Это приведет нас к равенству

τ∫
0

∫
Ω

(umttu
m
t + aiju

m
xi
umxjt + cumumt )dxdt+

τ∫
0

∫
∂Ω

α((ut)
m)2dsdt+

+

τ∫
0

∫
∂Ω

ut
m(x, t)

∫
Ω

Kum(y, t)dydsdt =

τ∫
0

∫
Ω

fut
mdxdt,

которое после интегрирования по частям в левой его части примет вид

1

2

∫
Ω

[(umt (x, τ))2 + aiju
m
xi
(x, τ)umxj

(x, τ) + α

τ∫
0

∫
∂Ω

(ut
m(x, t))2]dx =
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=
1

2

τ∫
0

∫
Ω

∂aij
∂t

umxi
umxj

dxdt−
τ∫

0

∫
Ω

cumumt dxdt−
τ∫

0

∫
Ω

aiju
m
t dxdt−

−
τ∫

0

∫
∂Ω

umt

∫
Ω

Kumdydsdt+

τ∫
0

∫
Ω

fumt dxdt. (2.12)

Оценим первое и второе слагаемые в правой части последнего равенства

1

2
|

τ∫
0

∫
Ω

∂aij
∂t

umxi
umxj

dxdt| 6 ā

τ∫
0

∫
Ω

(umx )2dxdt.

|
τ∫

0

∫
Ω

cumumt dxdt| 6
c0
2

τ∫
0

∫
Ω

[(um)2 + (umt )2]dxdt.

Перейдем к четвертому слагаемому равенства (2.12). Заметим, что аргумент x
функции ut(x, t) принадлежит ∂Ω. Для того чтобы получить оценку в нужном
классе, сначала проинтегрируем это слагаемое по частям

−
τ∫

0

∫
∂Ω

umt

∫
Ω

Kumdydsdt =

τ∫
0

∫
∂Ω

um
∫
Ω

Kumt dydsdt+

+

τ∫
0

∫
∂Ω

um
∫
Ω

Ktu
mdydsdt−

−
∫
∂Ω

um(x, τ)

∫
Ω

K(x, y, τ)um(y, τ)dyds. (2.13)

Оценим слагаемые правой части равенства (2.13), применяя неравенство Коши —
Буняковского

|
τ∫

0

∫
∂Ω

um
∫
Ω

Kumt dydsdt |6
1

2

τ∫
0

∫
∂Ω

(um)2dsdt+
1

2

τ∫
0

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kumt dy)
2dsdt.

Так как
τ∫

0

∫
∂Ω

(um)2dsdt 6 c

τ∫
0

∫
Ω

[(umx )2 + (um)2]dxdt,

τ∫
0

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kumt dy)
2dsdt 6 K0ω

τ∫
0

∫
Ω

(umt )2dxdt,

то

|
τ∫

0

∫
∂Ω

um
∫
Ω

Kumt dydsdt |6 c

τ∫
0

∫
Ω

[(umx )2 + (um)2]dxdt+K0ω

τ∫
0

∫
Ω

(umt )2dxdt.

Аналогично оценивается второй интеграл в (2.13):

|
τ∫

0

∫
∂Ω

um
∫
Ω

Ktu
mdydsdt| 6 c

τ∫
0

∫
Ω

[(umx )2 + (um)2]dxdt+K1ω

τ∫
0

∫
Ω

(umt )2dxdt,



50 А.Е. Савенкова

где K1 = maxQ̄T

∫
Ω
K2

t (x, y, t)dy. Оценим последний интеграл в (2.13)

|
τ∫

0

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kumt dy)
2dsdt |6 1

2

∫
∂Ω

(um(x, τ))2ds+
1

2

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kum(y, τ)dy)2ds.

Заметим, что имеет место представление

um(x, τ) =

∫ τ

0

umt (x, t)

и выполняются неравенства∫
∂Ω

(um(x, τ))2ds 6 τ

τ∫
0

∫
∂Ω

(ut(x, t))
2dsdt,

∫
∂Ω

(

∫
Ω

Kum(y, τ)dy)2ds 6 K0ωτ

τ∫
0

∫
Ω

(umt )2dxdt,

из которых вытекает неравенство∫
Ω

[(um(x, τ))2dx 6 +

τ∫
0

umt (x, t)dt. (2.14)

Учитывая полученные равенства, неравенство (2.14) и условия теоремы, получим
из (2.12)

m1

∫
Ω

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx 6

6M

τ∫
0

∫
Ω

[(umt (x, t))2 + umx (x, t)2 + (um(x, t))2]dxdt+ ∥ f ∥L2(QT ), (2.15)

где m1 = min{1, µ2 },M = max{2(ā+ c), c0 + 1}. Применив лемму Гронуолла, полу-
чим ∫

Ω

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx 6M1e
Mτ
m1 ∥ f ∥L2(QT ) .

После интегрирования этого неравенства по τ от 0 до T получим

∥um∥W 1
2 (QT ) 6 c3 ∥ f ∥L2(QT ),

где c3 => 0 и не зависит от m. Благодаря полученной оценке из последова-
тельности {um(x, t)} можно выбрать подпоследовательность, слабо сходящуюся
в {W 1

2 (QT )} и равномерно по t ∈ [0, T ] в норме L2(Ω) к некоторому элементу
u(x, t) ∈W 1

2 (QT ) [9]. Покажем, что ее предел при m −→ ∞ и есть искомое обоб-
щенное решение задачи (2.1)–(2.3). Умножим (2.9) на hi(t), hi(t) ∈ C

′
[0, T ], hi(T ) =

= 0, просуммируем по i от 1 до m и проинтегрируем по t от 0 до T . Обозначим

hm(x, t) =
m∑
i=1

hi(t)wi(x), (2.16)

получим ∫
Ω

(umtth
m + aiju

m
xi
hm + cumhm)dx+

∫
∂Ω

αumt h
mds+
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+

∫
∂Ω

hm
∫
Ω

K(x, y, t)um(y, t)dyds =

∫
Ω

fhmdx.

После интегрирования по частям слагаемыx, стоящиx в левой части последнего
равенства, получим тождество

T∫
0

∫
Ω

(−utht + aijuxihxj + cuh)dxdt+

T∫
0

∫
∂Ω

α
∂u

∂t
hdsdt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

h(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt =

T∫
0

∫
Ω

f(x, t)h(x, t)dxdt. (2.17)

В тождестве (2.17) перейдем к пределу при фиксированной функции h(x, t) и
получим тождество (2.4) для предельной функции u(x, t). Таким образом, тож-
дество (2.4), определяющее обобщенное решение, выполняется для всех функций
вида hm(x, t) =

∑m
i=1 hi(t)wi(x). Так как множество всех таких функций плот-

но в ˆW 1
2 (QT ), то тождество (2.17) выполняется для всех v ∈ Ŵ 1

2 (QT ), а значит,
совпадает с тождеством (2.4), что и завершает доказательство теоремы.
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A.E. Savenkova2

ON ONE PROBLEM WITH DYNAMIC NONLOCAL
CONDITION FOR A HYPERBOLIC EQUATION

In this article, boundary value problem for hyperbolic partial differential
equation with nonlocal data in an integral of the second kind form is considered.
The emergence of dynamic conditions may be due to the presence of a damping
device. Existence and uniqueness of generalized solution is proved in a given
cylindrical field. There is some limitation on the input data. The uniqueness
of generalized solution is proved by apriori estimates. The existence is proved
by Galerkin’s method and embedding theorems.

Key words:hyperbolic equation, dynamic nonlocal conditions, nonlocal con-
dition of the second kind, integral conditions, generalized solution, Galerkin
method, damping device, dynamic boundary conditions.
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