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УДК 517.95, 517.925.7

С.В. Пикулин1

О РЕШЕНИЯХ ТИПА БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ2

Для уравнения Колмогорова — Петровского — Пискунова — квазилиней-
ного параболического уравнения второго порядка, возникающего в теории
распространения пламени и при моделировании некоторых биологических
процессов, представлена аналитическая конструкция автомодельных реше-
ний типа бегущей волны для случая, когда нелинейный член имеет вид
произведения аргумента и линейной функции от некоторой положительной
степени аргумента. Подход к построению решения базируется на исследо-
вании особых точек аналитического продолжения решения в комплексную
область и на применении теста Фукса — Ковалевской — Пенлеве. Получен-
ное представление решения допускает эффективную численную реализацию.

Ключевые слова: уравнение Колмогорова — Петровского — Пискунова,
уравнение типа Фуджиты, обобщенное уравнение Фишера, уравнение Абеля
второго рода, промежуточный асимптотический режим, бегущие волны, ана-
литическое продолжение, подвижные и неподвижные особые точки, алгеб-
раические точки ветвления, ряд Пюизе, явное решение, решение с ”мертвой
зоной”, тест Пенлеве, метод Фукса — Ковалевской.

1. Введение

В математической теории горения [1], теории газового разряда [2], математиче-
ской биологии [3; 4] и ряде других приложений возникает нелинейное уравнение
следующего вида:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= F (u), t ∈ (0,∞), x ∈ (−∞,+∞), (1.1)

где u = u(t, x) ∈ C1,2(R+ ×R), F (v) — функция класса C1([0, 1]), F ′(0) > 0, и вы-
полняются условия

F (v) > 0 = F (0) = F (1), F ′(0) > F ′(v), ∀v ∈ (0, 1).

1 c⃝ Пикулин С.В., 2015
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Величина u(t, x) принимает значения в промежутке между двумя стационарными
состояниями ũ0(t, x) ≡ 0 и ũ1(t, x) ≡ 1 и удовлетворяет начальному условию

u(0, x) =: u0(x). (1.2)

Особый интерес представляют решения типа бегущей волны

u = ũ(t, x) =: ψ(x− ω t), (1.3)
lim

x→−∞
ũ(t, x) = 1, lim

x→+∞
ũ(t, x) = 0, ∀t > 0, (1.4)

где ω = const — скорость распространения волны. После подстановки (1.3) в урав-
нение (1.1) с учетом (1.4) получим следующую краевую задачу для автономного
обыкновенного дифференциального уравнения относительно функции ψ = ψ(η):

d2ψ

dη2
+ ω

dψ

dη
+ F (ψ) = 0, η ∈ (−∞,+∞), (1.5)

lim
η→−∞

ψ(η) = 1, lim
η→+∞

ψ(η) = 0. (1.6)

В работе [3] было показано, что решение задачи (1.5), (1.6) существует для всех
значений скорости

ω > ω0 := 2
√
F ′(0)

и единственно с точностью до сдвигов η 7→ (η + const). Кроме того, решение ис-
ходной задачи Коши (1.1), (1.2) с начальной функцией u0(x) ступенчатого вида
стремится при t → ∞ к промежуточному асимптотическому режиму — реше-
нию типа бегущей волны минимальной скорости ω0.

Примером уравнения вида (1.1) является обобщенное уравнение Фишера

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= u (1− uρ), ρ > 0. (1.7)

При ρ = 1 это уравнение рассматривалось [4] в связи с исследованием модели
распространения в популяции гена, дающего своему носителю эволюционные пре-
имущества.

2. Конструкция бегущих волн
Рассмотрим задачу вида (1.5), (1.6), которая получается из уравнения (1.7)

подстановкой (1.3), (1.4):

d2ψ

dη2
+ ω

dψ

dη
+ ψ (1− ψρ) = 0, η ∈ (−∞,+∞), ρ > 0, (2.1)

lim
η→−∞

ψ(η) = 1, lim
η→+∞

ψ(η) = 0. (2.2)

Как обычно, через Q обозначим поле рациональных чисел. Символ Q (a, b, c)
означает поле, порожденное над Q элементами a, b, c, то есть множество таких
чисел, которые получаются из элементов множества Q ∪ {a, b, c} с помощью ко-
нечного числа арифметических действий.

Теорема 1. Пусть ψ = ψ(η) ∈ C2(R) — решение задачи (2.1), (2.2). Тогда
1) ∀n ∈ N, ψ ∈ (0, 1) справедлива следующая формула:

η(ψ) =
1

2
ln

(1− ψρ/n)α

ψβ
+Hn

(
1− ψρ/n

)
, (2.3)

α :=
ω +

√
ω2 + 4 ρ

ρ
, β := ω +

√
ω2 − 4,



112 С.В. Пикулин

где функция Hn(ζ) является аналитической в точках ζ ∈ [0, 1) и представляется
сходящимся в окрестности ζ = 0 рядом Тейлора

Hn(ζ) =:

∞∑
k=0

h
(n)
k ζk, ∀h(n)0 ∈ R, h

(n)
k ∈ Q

(
ω, ρ,

√
ω2 + 4 ρ

)
, k > 1.

Каждая особая точка ζ ̸= 1 аналитического продолжения функции Hn(ζ) в C
является точкой ветвления порядка 1.
2) Если для некоторого натурального m > 2 выполняется равенство

ω = ωm :=
ρ+ 2m√
m (ρ+m)

, (2.4)

то функция H1(ζ) при ζ = 1 имеет ветвление порядка (m− 1) и разлагается в
сходящийся ряд Пюизе по целым неотрицательным степеням (ζ−1)1/m, а функ-
ция Hm(ζ) в указанной точке голоморфна.

Доказательство теоремы 1 основано на сведе́нии уравнения (1.5) к вспомога-
тельному уравнению первого порядка — уравнению Абеля второго рода [5], и на
исследовании характера его особых точек [6; 7]. Применение метода Фукса — Ко-
валевской показывает, что вспомогательное уравнение Абеля частично проходит
тест Пенлеве [8], если ω принимает одно из значений (2.4).

Напомним, что свойство Пенлеве дифференциального уравнения заключается
в том, что его общее решение не имеет в комплексной области подвижных кри-
тических особых точек [7]. Наличие этого свойства часто означает, что решение
уравнения может быть найдено в явном виде. Как было установлено в работе [9],
уравнение (2.1) при ρ = 1 (уравнение Фишера) обладает свойством Пенлеве для
единственного значения скорости ω = 5/

√
6 ≈ 2.041, при этом решение имеет сле-

дующий вид:

ψ(η) =
(
1 + eη/

√
6
)−2

,

η =
√
6 ln

1−
√
ψ√

ψ
. (2.5)

Применим теорему 1 к случаю ρ = 1, ω = 5/
√
6. Из (2.4) при m = 2 найдем

ω2 = 5/
√
6 = ω.

По формуле (2.3) при n = 1 имеем

η =
1

2
ln

(1− ψ)2
√
6

ψ
√
6

+H1(1− ψ) ≡
√
6 ln

1−
√
ψ√

ψ
+
√
6 ln(1 +

√
ψ) +H1(1− ψ).

Вычитая полученное равенство из (2.5) и перенося H1(ζ) в левую часть, находим
H1(ζ) = −

√
6 ln(1 +

√
1− ζ). В соответствии с теоремой 1 функция H1(ζ) имеет

при ζ = 1 ветвление порядка (m− 1) = 1. Далее подставим в (2.3) n = 2:

η =
1

2
ln

(1−
√
ψ)2
√
6

ψ
√
6

+H2(1−
√
ψ) ≡

√
6 ln

1−
√
ψ√

ψ
+H2(1−

√
ψ). (2.6)

Вычитая (2.5) из (2.6), получаем H2(ζ) ≡ 0 — голоморфная в точке ζ = 1 функция
(точнее, H2(ζ) ≡ const, так как Hn(ζ) определено с точностью до аддитивной
постоянной).
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Таким образом, теорема 1 включает известное явное решение (2.5) в семейство
решений типа бегущей волны, параметризованное значениями (2.4) скорости

ω = ωm → ω0 при m→ ∞

(рис. 1, a), при которых обратная к решению функция имеет аналитическое пред-
ставление (2.3) на всем промежутке ψ ∈ [0, 1], включая концы (рис. 1, б, в ).

a) II

I a,b III IV

b) Ia Ib c) Ia Ib

IV

III

II

II

IV III

а

б в

Рис. 1. Представление (2.3) решений уравнения Фишера (ρ = 1) в следующих случаях:
Ia, Ib: n = 1, 2, ω = ω0; II—IV: n = m = 7, 4, 2, ω = ωm; a — отличие от ”медленной”
волны (ω = ω0); б — графики Hm(ζ); в — поведение коэффициентов h

(m)
k

3. О некоторых явных решениях

Тождество H2(ζ) ≡ const, установленное в предыдущем параграфе для ρ = 1,
m = 2, справедливо для всех значений ρ > 0. Из (2.3) получается известная [10]
явная формула решения при ω = ω2 = (ρ+ 4)/

√
2 ρ+ 4, ∀ρ > 0:

ψ = ψ+(η) :=

[
1 + exp

(
η ρ√
2 ρ+ 4

)]−2/ρ
, ρ > 0.

Явный вид решения при ω = ω2 можно адаптировать к случаю ρ ∈ (−2, 0) путем
выбора подходящей аналитической ветви логарифма в (2.3). Рассмотрим задачу

d2ψ

dη2
+

ρ+ 4√
2 ρ+ 4

dψ

dη
+ Fρ(ψ) = 0, η ∈ (−∞,+∞), ρ ∈ (−2, 0), (3.1)

lim
η→−∞

ψ(η) = 0, lim
η→+∞

ψ(η) = 1, (3.2)

где Fρ(v) := v (1− vρ) при v > 0, Fρ(0) := 0.
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Устойчивое и неустойчивое стационарные решения ũ1 ≡ 1 и ũ0 ≡ 0 для урав-
нения (3.1) меняются ролями по сравнению с (2.1), что находит отражение в по-
становке краевых условий (3.2), отличных от (2.2).

Теорема 2. Кусочно-аналитическая функция

ψ−(η) :=

{ [
1− exp

(
η ρ/

√
2 ρ+ 4

)]−2/ρ
, η > 0,

0, η 6 0
(3.3)

является решением задачи (3.1), (3.2).

Для задачи (3.1), (3.2) не выполняются условия теоремы Колмогорова — Пет-
ровского — Пискунова, поскольку (Fρ)

′(0) = +∞ при ρ ∈ [−1, 0), и функция Fρ(v)
разрывна при ρ ∈ (−2,−1]. Характерной чертой решений таких уравнений являет-
ся, как следует из [10], наличие открытого множества, на котором решение обра-
щается в тождественный нуль (рис. 2) так называемой “мертвой зоны” решения.
Отметим, что при ρ ∈ (−2,−1] функция ψ−(η) принадлежит классу C1(R), но
не C2(R).

5“dead core”,

Рис. 2. Профили бегущих волн для специального случая ω = ω2 (п. 3). Сверху:
ρ = 0.8; 1; 2. Снизу: ρ = −4/3; ρ = −1; ρ = −0.5. Пунктиром проведены графики
аналитического продолжения ψ−|η>0 для ρ = −1;−0.5
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S.V. Pikulin3

ON SOLUTIONS OF TRAVELING WAVE TYPE
FOR A NONLINEAR PARABOLIC EQUATION4

We consider the Kolmogorov — Petrovsky — Piskunov equation which is
a quasilinear parabolic equation of second order appearing in the flame prop-
agation theory and in modeling of certain biological processes. An analytical
construction of self-similar solutions of traveling wave kind is presented for the
special case when the nonlinear term of the equation is the product of the
argument and a linear function of a positive power of the argument. The ap-
proach to the construction of solutions is based on the study of singular points
of analytic continuation of the solution to the complex domain and on applying
the Fuchs — Kovalevskaya — Painlevé test. The resulting representation of the
solution allows an efficient numerical implementation.

Key words: Kolmogorov — Petrovsky — Piskunov equation, equation of
Fujita type, generalized Fisher equation, Abel equation of the second kind, in-
termediate asymptotic regime, traveling waves, analytic continuation, movable
and fixed singular points, algebraic branch points, Puiseux series, explicit solu-
tion, dead core solution, Painlevé test, Fuchs — Kowalewski method.
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