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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЯ ТИПА ЭМДЕНА — ФАУЛЕРА
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ

ПОТЕНЦИАЛОМ2

Рассматривается дифференциальное уравнение типа Эмдена – Фаулера
второго порядка с отрицательным потенциалом y′′ − p (x, y, y′) |y|k sgn y =
= 0. Предполагается, что функция p (x, y0, y1) положительна, непрерывна
по совокупности переменных и липшицева по последним двум аргументам.
В случае сингулярной нелинейности (0 < k < 1) решения рассматриваемого
уравнения могут иметь особое поведение не только вблизи границ, но и во
внутренней точке области определения. Поэтому рассматриваются так назы-
ваемые максимально продолженные единственным образом решения. Получе-
на асимптотическая классификация всех максимально продолженных реше-
ний рассматриваемого уравнения в случае регулярной нелинейности (k > 1)
и всех максимально продолженных единственным образом решений уравне-
ния в случае сингулярной нелинейности (0 < k < 1).

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения второго
порядка, уравнения типа Эмдена — Фаулера, максимально продолженные ре-
шения, максимально продолженные единственным образом решения, асимп-
тотическая классификация, регулярная нелинейность, сингулярная нелиней-
ность.

1. Предварительные сведения

Рассмотрим уравнение типа Эмдена — Фаулера n-го порядка

y(n) + p
(
x, y, y′, ..., y(n−1)

)
|y|k sgn y = 0.

И.Т. Кигурадзе и Т.А. Чантурией в монографии [1] получена классификация
всех максимально продолженных решений уравнения типа Эмдена — Фаулера в
случае n = 2, k > 1, p = p(x).
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В.А. Кондратьевым и В.А. Никишкиным в работе [2] в случае n = 2, k > 1,
и p = p(x) < 0 — достаточно гладкой, для положительных решений рассматрива-
емого уравнения найдено большее количество членов асимптотики.

И.В. Асташовой в монографии [3] для n = 3, p = p(x) и n = 4, p ≡ p0 получена
асимптотическая классификация всех максимально продолженных решений в слу-
чае регулярной нелинейности (k > 1). Асимптотическая классификация решений
сингулярного уравнения (0 < k < 1) приведена в [4; 5] для уравнений третьего и
четвертого порядков. В случае сингулярной нелинейности решения рассматривае-
мого уравнения могут иметь особое поведение не только вблизи границ, но и во
внутренней точке области определения. Поэтому мы будем рассматривать так на-
зываемые максимально продолженные единственным образом решения, введенные
И.В. Асташовой (см. [6]).

Определение 1.1. Решение обыкновенного дифференциального уравнения
y: (a, b) → R, −∞ 6 a < b 6 +∞ называется максимально продолженным един-
ственным образом, если:

1) уравнение не имеет других решений, равных y на некотором подынтервале
(a, b) и не равных y в некоторой точке из (a, b);

2) уравнение либо не имеет решений, определенных на другом интервале, со-
держащем (a, b), и равных y на (a, b), либо имеет, по крайней мере, два таких
решения, не равных друг другу в точках, сколь угодно близких к границе (a, b).

Заметим, что в случае 0 < k < 1 условия классической теоремы существова-
ния и единственности решения задачи Коши для рассматриваемого уравнения не
выполняются. Тем не менее, справедливо следующее утверждение:

Теорема 1.1 [3, c. 201]. Пусть функция p (x, y0, . . . , yn−1) непрерывна по x и
липшицева по y0, . . . , yn−1. Тогда для любого набора чисел x0, y0, . . . , y

0
n−1, у ко-

торого не все y0i равны нулю, соответствующая задача Коши имеет единственное
решение.

В настоящей работе рассматривается уравнение следующего вида:

y′′ − p (x, y, y′) |y|k sgn y = 0, (1)

где k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), и p (x, y, y′) > 0.
В [7] при k > 1 показана непрерывная зависимость положения асимптот мак-

симально продолженных решений уравнения (1) от начальных условий, доказано
существование максимально продолженных решений уравнения (1) с наперед за-
данной областью определения.

Для формулировки основных результатов нам понадобится ряд определений.
Определение 1.2. Решение уравнения (1) называется положительным кне-

зеровским на интервале [x0; +∞), если оно удовлетворяет условиям y(x) > 0,
y′(x) < 0 при x > x0.

Определение 1.3. Решение уравнения (1) называется положительным кнезе-
ровским при убывании аргумента на интервале (−∞; x0], если оно удовлетворяет
условиям y(x) > 0, y′(x) > 0 при x 6 x0.

Определение 1.4. Решение уравнения (1) называется отрицательным кне-
зеровским на интервале [x0; +∞), если оно удовлетворяет условиям y(x) < 0,
y′(x) > 0 при x > x0.

Определение 1.5. Решение уравнения (1) называется отрицательным кнезе-
ровским при убывании аргумента на интервале (−∞; x0], если оно удовлетворяет
условиям y(x) < 0, y′(x) < 0 при x 6 x0.

Определение 1.6. Пусть y(x) — максимально продолженное единственным
образом решение уравнения (1), a — граничная точка его области определения.
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Решение y(x) называется влипающим в нуль в точке a, если

lim
x→a

y(x) = lim
x→a

y′(x) = 0.

2. Основные результаты
Введем обозначения

α =
2

k − 1
,

C(p̃) =

(
α(α+ 1)

p̃

) 1
k−1

=

(
p̃(k − 1)2

2(k + 1)

) 1
1−k

.

Теорема 2.1. Пусть k > 1, функция p(x, y0, y1) непрерывна по совокупности
переменных, липшицева по последним двум аргументам равномерно по x, удовле-
творяет неравенствам

0 < m 6 p(x, y0, y1) 6M < +∞ (2)

и имеет следующие пределы функции:
1) P+ при x→ +∞, y0 → 0, y1 → 0,
2) P− при x→ −∞, y0 → 0, y1 → 0,
а также при любом c ∈ R,
3) P+

c при x→ c, y0 → +∞, y1 → ±∞,
4) P−c при x→ c, y0 → −∞, y1 → ±∞.
Тогда все максимально продолженные решения уравнения (1) в соответствии

со своим асимптотическим поведением делятся на следующие девять типов:
0. Заданное на всей числовой прямой тривиальное решение y0(x) ≡ 0.
1-2. Заданные на (b,+∞) положительные и отрицательные кнезеровские реше-

ния со степенной асимптотикой вблизи обеих границ области определения:

y1(x) = C(P+
b ) (x− b)

−α
(1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P+)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

и
y2(x) = −C(P−b ) (x− b)

−α
(1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Заданные на (−∞, a) положительные и отрицательные кнезеровские при
убывании аргумента решения со степенной асимптотикой вблизи обеих границ
области определения:

y3(x) = C(P+
a ) (a− x)

−α
(1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

и
y4(x) = −C(P−a ) (a− x)

−α
(1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Заданные на (a, b) знакопостоянные решения со степенной асимптотикой
вблизи обеих границ области определения:

y5(x) = C(P+
a ) (x− a)

−α
(1 + o(1)) , x→ a+ 0,
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y5(x) = C(P+
b ) (b− x)

−α
(1 + o(1)) , x→ b− 0,

и
y6(x) = −C(P−a ) (x− a)

−α
(1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y6(x) = −C(P−b ) (b− x)
−α

(1 + o(1)) , x→ b− 0.

7-8. Заданные на (a, b) решения со степенной асимптотикой и разными знаками
вблизи обеих границ области определения:

y7(x) = C(P+
a ) (x− a)

−α
(1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y7(x) = −C(P−b ) (b− x)
−α

(1 + o(1)) , x→ b− 0,

и
y8(x) = −C(P−a ) (x− a)

−α
(1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y8(x) = C(P+
b ) (b− x)

−α
(1 + o(1)) , x→ b− 0.

Теорема 2.2. Пусть 0 < k < 1, функция p(x, y0, y1) непрерывна по совокуп-
ности переменных, липшицева по последним двум аргументам равномерно по x,
удовлетворяет неравенствам (2) и имеет следующие пределы:

1) P++ при x→ +∞, y0 → +∞, y1 → +∞,
2) P+− при x→ +∞, y0 → −∞, y1 → −∞,
3) P−+ при x→ −∞, y0 → +∞, y1 → −∞,
4) P−− при x→ −∞, y0 → −∞, y1 → +∞,
а также при любом c ∈ R,
5) Pc при x→ c, y0 → 0, y1 → 0.
Тогда все максимально продолженные единственным образом решения уравне-

ния (1) в соответствии со своим асимптотическим поведением делятся на следу-
ющие восемь типов.

1-2. Заданные на полупрямой (b,+∞) положительные и отрицательные влипа-
ющие в нуль в точке b решения со степенной асимптотикой вблизи обеих границ
области определения:

y1(x) = C(Pb) (x− b)
−α

(1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P++)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

и
y2(x) = −C(Pb) (x− b)

−α
(1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+−)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Заданные на полупрямой (−∞, a) положительные и отрицательные влипа-
ющие в нуль в точке a решения со степенной асимптотикой вблизи обеих границ
области определения:

y3(x) = C(Pa) (a− x)
−α

(1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

и
y4(x) = −C(Pa) (a− x)

−α
(1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Заданные на всей числовой прямой знакопостоянные решения со степенной
асимптотикой вблизи обеих границ области определения:

y5(x) = C(P++)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞,
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y5(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

и
y6(x) = −C(P+−)x

−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y6(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

7-8. Заданные на всей числовой прямой решения со степенной асимптотикой
и разными знаками вблизи обеих границ области определения:

y7(x) = C(P++)x
−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y7(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

и
y8(x) = −C(P+−)x

−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y8(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.
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K.M. Dulina, T.A. Korchemkina3

ASYMPTOTIC CLASSIFICATION OF SOLUTIONS TO
THE SECOND-ORDER EMDEN – FOWLER TYPE

DIFFERENTIAL EQUATION WITH NEGATIVE
POTENTIAL

Consider the second-order differential equation of Emden – Fowler type with
negative potential y′′ − p (x, y, y′) |y|k sgn y = 0. The function p (x, y, y′) is as-
sumed positive, continuous, and Lipschitz continuous in y, y′. In the case of
singular nonlinearity (0 < k < 1) the solutions to above equation can behave
in a special way not only near the boundaries of their domains but also near
internal points of the domains. This is why a notion of maximally uniquely
extended solutions is introduced. Asymptotic classification of non-extensible so-
lutions to above equation in case of regular nonlinearity (k > 1) and classification
of maximally uniquely extended solutions to above equation in case of singular
nonlinearity (0 < k < 1) are obtained.

Key words: second-order ordinary differential equations, equations of Em-
den – Fowler type, non-extensible solutions, maximally uniquely extended solu-
tions, asymptotic classification, regular nonlinearity, singular nonlinearity.

Статья поступила в редакцию 8/VII/2015.

The article received 8/VII/2015.

3Dulina Kseniya Mihailovna (sun-ksi@mail.ru), Department of Differential Equations,
Lomonosov Moscow State University, 1, Leninskie Gory, Moscow, 119991, Russian Federation.

Korchemkina Tatiana Aleksandrovna (krtaalex@gmail.com), Department of Differential Equations,
Lomonosov Moscow State University, 1, Leninskie Gory, Moscow, 119991, Russian Federation.


