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ОЦЕНКИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ НЕТРИВИАЛЬНЫХ
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

СО СТЕПЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ2

В работе рассматриваются дифференциальные уравнения
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)
= (−1)np(x)|y|k

и
y(n) = (−1)np(x)|y|k

с неотрицательной степенной нелинейностью. Рассматриваются правильные
решения — решения, определенные в окрестности плюс бесконечности. При-
ведено интегральное соотношение для правильных решений уравнения. До-
казана ограниченность сверху степенной функцией для правильных решений
уравнения с квазипроизводной с максимальным интервалом существования
на положительной полуоси, а также их квазипроизводных. Доказана ограни-
ченность сверху и снизу степенными функциями для правильных решений
уравнения с производной с максимальным интервалом существования на по-
ложительной полуоси, а также их производных.

Ключевые слова: уравнение типа Эмдена – Фаулера, оценки ре-
шений нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, квази-
производная.

1. Предварительные сведения

В данной работе рассматриваются уравнения

rn(x)
d

dx

(
rn−1(x)

d

dx

(
. . .
(
r0(x)y

))
. . .

)
= (−1)np(x)|y|k (1)

и
y(n) = (−1)np(x)|y|k, (2)

где n > 1, k > 1, непрерывная функция p(x) удовлетворяет условиям

m∗x
σ 6 p(x) 6 m∗xσ, σ > 0, 0 < m∗ < m∗ <∞,
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а непрерывные функции rj(x) — условиям

0 < mj 6 rj(x) 6Mj < +∞, j = 0, . . . , n.

Обозначим j-ю квазипроизводную функции y(x) как

y[j](x) = rj(x)
d

dx

(
rj−1(x)

d
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(
. . .

d
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(
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))
. . .

)
,

а также введем обозначения

α =
n

k − 1
, β =

σ

k − 1
.

Тогда уравнение (1) можно переписать в виде

y[n] = (−1)np(x)|y|k. (1′)

В работах [1; 2] рассматривалось уравнение типа Эмдена–Фаулера, то есть
уравнение вида:

y(n) = p(x)|y|k sign y,
для которого были получены оценки решений. При этом в работе [1] предпола-
галось, что σ = 0, в работе [2] предполагалось, что σ < −k(n− 1)− 1.

В монографии [3] рассматривалось уравнение типа Эмдена–Фаулера с млад-
шими производными с σ 6 0:

y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an(x)y = p(x)|y|k sign y,

для коротого были получены оценки решений и всех его производных.
Уравнение (2) рассматривалось в работе [4] в предположении, что p(x) ≡ 1.
Дадим определения.
Определение 1.1. Решения y(x) уравнений (1) и (2) называются правильны-

ми, если они определены в некоторой окрестности плюс бесконечности.
Определение 1.2. Решение y(x) уравнения (1) называется квазикнезеровским,

если для любого j = 0, . . . , n − 1 верно (−1)jy[j](x) > 0. Решение уравнения (2)
называется кнезеровским, если, соответственно, для любого j = 0, . . . , n− 1 верно
(−1)jy(j)(x) > 0.

2. Основные результаты
Приведем основные результаты для решений уравнения (1).
Теорема 2.1. Если y(x) — правильное решение уравнения (1), то оно является

квазикнезеровским и вместе со всеми своими квазипроизводными до (n − 1)-го
порядка включительно стремится к нулю при x→ +∞.

С помощью теоремы 2.1 доказывается следующая лемма.
Основная лемма. Если y(x) — правильное решение уравнения (1), то для

него выполнено интегральное соотношение

y(x) =
1

r0(x)

+∞∫
x

p(ξ)|y(ξ)|k

rn(ξ)
φ1(x, ξ)dξ, (3)

где φi(x, ξ) =
ξ∫
x

φi+1(ξi,ξ)dξi
ri(ξi)

, i = 1, . . . n− 1, а φn(x, ξ) ≡ 1.
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Далее с использованием интегрального представления (3) доказываются оцен-
ки для решений уравнения (1) и их квазипроизводных.

Теорема 2.2. Существуют такие положительные константы

C0 = C0(n, k,m∗, σ,M0, . . . ,Mn), Cj = Cj(n, k,m∗,m
∗, σ,m0, . . . ,mj ,M0, . . . ,Mn),

j = 1, . . . , n − 1 и C = C(n, k,m∗, σ, m0,M0, . . . ,Mn), что для любого положи-
тельного решения y(x) уравнения (1) c максимальным интервалом существования
(0;+∞) выполнены неравенства

(−1)jy[j](x) 6 Cjx
−α−β−j , j = 0, 1, . . . n− 1, (4)

y(x) 6 Cx−α−β . (5)

Перейдем теперь к рассмотрению решений уравнения (2). Уравнение (2) по-
лучается из уравнения (1), если для любого j верно rj(x) ≡ 1. Из теоремы 2.1
следует, что если y(x) — правильное нетривиальное решение уравнения (2), то
оно является кнезеровским и вместе со всеми своими производными до (n−1)-го
порядка включительно стремится к нулю при x→ +∞. Из основной леммы сле-
дует, что y(x) удовлетворяет интегральному соотношению

y(x) =

+∞∫
x

(ξ − x)n−1

(n− 1)!
p(ξ)|y(ξ)|kdξ.

Для решений уравнения (2) доказана следующая теорема.
Теорема 2.3. Существуют такие положительные константы

C1j = C1j(n, k,m∗,m
∗, σ), C2j = C2j(n, k,m∗,m

∗, σ), j = 0, 1, . . . n− 1,

что для любого положительного решения y(x) уравнения (2) c максимальным
интервалом существования (0;+∞) выполнены неравенства

C1jx
−α−β−j 6 (−1)jy(j)(x) 6 C2jx

−α−β−j , j = 0, 1, . . . n− 1. (6)
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D.A. Bezukhov3

ESTIMATES OF POSITIVE NONTRIVIAL SOLUTIONS
OF A DIFFERENTIAL EQUATION WITH POWER

NONLINEARITY

Differential equations

y[n] = rn(x)
d

dx

(
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)
= (−1)np(x)|y|k

and
y(n) = (−1)np(x)|y|k

with power nonlinearity are considered. Solutions which are defined in some
neighborhood of plus infinity are called proper solutions. It is proved that prop-
er solution to the equation is kneser solution, which means that solution and
it’s quasiderivatives change their signs and tend to zero. The integral repre-
sentation for proper solutions is proved. Upper estimates for solution and it’s
quasiderivatives for proper solutions with maximal interval of existence is posi-
tive semiaxis to the equation with quasiderivative are proved. Upper and lower
estimates of solution and it’s derivatives for proper solutions with maximal inter-
val of existence is positive semiaxis to the equation with derivative are proved.

Key words: Emden — Fowler equation, estimates of solutions to the non-
linear defferential equation, quasiderivative.
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