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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

УДК 517.997

Ю.Н. Горелов1

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ N-КРАТНЫМ
ИНТЕГРАТОРОМ2

Рассматриваются задачи оптимального управления для n-кратного инте-
гратора с произвольными граничными условиями и для функционалов ти-
па нормы в пространствах Lq[t0, tf ], q = 1, 2,∞. Во-первых, это задача ми-
нимизации полного импульса управления, которая сводится к L∞-проблеме
моментов; во-вторых, задача на минимум максимальных значений управля-
ющего параметра (как L 1-проблема моментов) и, наконец, задача на ми-
нимум ”обобщенной работы управления” (как L2-проблема моментов). Ре-
шения задач получены с помощью принципа максимума Н.Н. Красовского
(метод моментов). Показано, что оптимальное управление для первой зада-
чи аппроксимируется δ-импульсным управлением. Указаны также условия
существования регулярных и вырожденных решений в этой задаче в зави-
симости от граничных условий. Получено общее решение второй задачи, для
которой были установлены условия существования регулярных и вырожден-
ных решений и ее неэквивалентность с взаимной задачей на быстродействие.
Приведены примеры решения рассмотренных задач. Для задачи управления
с квадратичным функционалом были получены общие соотношения, необхо-
димые для построения программы оптимального управления.

Ключевые слова: n-кратный интегратор, оптимальное управление, про-
блема моментов, принцип максимума Н.Н. Красовского, многочлены Чебы-
шёва.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача управления цепочкой последовательно соединенных
интеграторов или n-кратным интегратором

dx1(t)

dt
= x2(t); . . . ;

dxn−1(t)

dt
= xn(t);

dxn(t)

dt
= u(t), (1.1)

где x1, x2, . . . , xn — переменные состояния, вектор-столбец для которых x =
= col(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, а u ∈ R1 – управляющий параметр.
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Граничные условия для объекта управления (1.1) в общем случае имеют сле-
дующий вид:

x1(t0) = x10; x2(t0) = x20; . . . ;xn(t0) = xn0; (1.2)

x1(tf ) = x1f ; x2(tf ) = x2f ; . . . ; xn(tf ) = xnf , (1.3)

где x10, x20, . . . , xn0, x1f , x2f , . . . , xnf – некоторые константы, t0 и tf – начальный
и конечный моменты времени интервала управления, такие, что его длительность
T = tf − t0 фиксирована.

Систему (1.1) можно переписать в векторно-матричном виде

dx(t)

dt
= Ax(t) + enu(t), (1.4)

где A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0

 ∈ Rn×n, en = col (0, ..., 0, 1) ∈ Rn, и граничные

условия (1.2), (1.3), соответственно, в таком же виде

x(t0) = x0; x(tf ) = xf . (1.5)

Переходное отображение для системы (1.5) задается формулой Коши [1]:

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t∫
t0

Φ(t, ξ)enu(ξ)dξ, (1.6)

где Φ — переходная матрица, для которой имеет место: Φ(t, ξ) = Φ(t− ξ) и

Φ(t− ξ)en = h(t− ξ) = col [h1(t− ξ), h2(t− ξ), ..., hn(t− ξ)], (1.7)

где hk(t− ξ) = 1
(n−k)! (t− ξ)n−k, k = 1, 2, ..., n (hn−1(t− ξ) = t− ξ,hn(t− ξ) = 1).

При t = tf формулу (1.6) можно переписать в виде
tf∫
t0

Φ(tf − ξ)enu(ξ)dξ = c, (1.8)

где c = xf −Φ(tf − t0)x0 = col (c1, c2, ..., cn), а компоненты вектора c (суть момен-
ты) вычисляются по формулам:

ck = xkf −
n∑

m=k

1

(m− k)!
(tf − t0)

m−kxm0, k = 1, 2, ..., n.

Уравнение (1.8) можно переписать в виде системы моментных равенств:
tf∫
t0

hk(tf − ξ)u(ξ)dξ = ck, k = 1, 2, ..., n. (1.9)

Таким образом, двухточечная граничная задача (1.4), (1.5) сводится к реше-
нию уравнения (1.9) относительно управления u(·) = u[t0, tf ] или, что то же са-
мое, к проблеме моментов [2; 3]. Если дополнительно потребовать, чтобы искомое
управление доставляло минимум какому-либо показателю его качества, например,
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типа нормы для u(·) = u[t0, tf ], тогда (1.4), (1.5) — задача оптимального управле-
ния. Функционалы типа нормы в Lq[t0, tf ], q = 1, 2,∞, имеют следующий вид [2]:

J1(u) = ||u(·) ||L1
=

tf∫
t0

|u(t) | dt; (1.10)

J∞(u) = ||u(·) ||L∞
= max
t∈ [t0, tf ]

| u(t) |; (1.11)

J2(u) = ||u(·) ||L2
=

tf∫
t0

u2(t)dt. (1.12)

Соответственно задача оптимального управления (1.4), (1.5), (1.10) на мини-
мум ”расходов” управления сводится к L∞-проблеме моментов для (1.9), задача
управления (1.4), (1.5), (1.11) на минимум максимальных по модулю значений
управления сводится к L 1-проблеме моментов, а задача (1.4), (1.5), (1.12) на ми-
нимум ”обобщенной работы” управления — к L2-проблеме моментов. В связи с
существованием решений этих задач управления отметим, что система (1.4) явля-
ется вполне управляемой, поскольку матрица управляемости Калмана [3; 4] для
нее — перъединичная матрица.

Дополнительно отметим, что в случае задания граничных условий (1.5), для
которых выполняется следующее условие:

xf − Φ(tf , t0)x0 = 0, (1.13)

с учетом (1.6) в (1.8) c = 0. При выполнении условия (1.13) решение перечис-
ленных выше задач управления не требуется, так как в этом случае граничные
условия (1.5) автоматически выполняются при тождественно нулевом управлении:
u(t) ≡ 0, ∀t ∈ [t0, tf ]. Кроме того, условия (1.13) могут также выполняться и в
случае так называемых ”самогасящихся” или нуль-финитных управлений [5; 6],

удовлетворяющих условию
tf∫
t0

Φ(tf − t)en u(t)dt = 0.

Задачи оптимального по быстродействию управления n-кратным интегратором
(1.1) получены в [7; 8]. Эта классическая задача представляет не только теорети-
ческий интерес, но и важное прикладное значение [9]. То же самое относится и
к решению соответствующих задач управления n-кратным интегратором с функ-
ционалами (1.10)–(1.12), ряд которых в ограниченной постановке рассматривался
в [10–13].

2. Задачи оптимального управления для n-кратного
интегратора с функционалами типа нормы.
Решение задачи на минимум ”обобщенной
работы” управления

Принцип максимума Н.Н. Красовского [3]. Пусть h0(ξ) = lT0 Φ(tf − ξ)en – ре-
шение следующей задачи (по l = l0):

min
lTc=1

|| lTΦ(tf − ξ) en||Lp
= min
lTc=1

|| lTh(tf − ξ) ||Lp
= (2.1)

= || lT0h(tf − ξ) ||Lp
= ||h0(ξ) ||Lp

= ρ0 (p = 1, 2,∞),
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где l = col (l1, l2, ... , ln), ρ0 — норма минимального элемента. Тогда если задача:

max
||u(·)||Lq

= 1
ρ0

tf∫
t0

h0(t)u(t)dt = 1

(
1

p
+

1

q
= 1

)
, (2.2)

имеет единственное решение u∗(·), то u∗(t), ∀t ∈ [t0, tf ], – оптимальное управле-
ние. �

2.1. В соответствии с указанным принципом решение задачи оптимального
управления (1.4), (1.5), (1.10) с учетом (1.8) сводится к последовательному ре-
шению следующих задач [2; 3].

Во-первых, определение нормы минимального элемента, а именно:

min
lTc=1

|| lTh(tf , ·) ||L∞
= min
lTc=1

(
max

t∈ [t0,tf ]
| lTh(tf − t) |

)
= ||h0(·) ||L∞

= ρ0, (2.3)

где h0(tf − t) = lT0h(tf − t) =
n∑
k=1

lk0(tf−t)n−k

(n−k)! , а lT0 c =
n∑
k=1

lk0 ck = 1.

Во-вторых, синтез оптимального управления u∗(·) из условия (2.2):

max
||u(·)||L1

= 1
ρ0

tf∫
t0

h0(t)u(t)dt = 1, (2.4)

где
tf∫
t0

h0(t)u
∗(t)dt = 1, ||u(·) ||L 1

=

tf∫
t0

|u(t) |dt = 1

ρ0
. (2.5)

Из решения задачи (2.3) видно, что минимальный элемент — многочлен Че-
бышёва первого рода с точностью до множителя ρ0, то есть многочлен, наиме-
нее уклоняющийся от нуля на [ t0, tf ] [14]. Кроме того, оптимальное управление
здесь в пределе является δ-импульсным управлением [10], которое формируется
δ-импульсами в точках экстремумов минимального элемента и в граничных точ-
ках интервала управления. При этом в пределе ”расход” или полный импульс
управления с учетом (2.5) будет равен величине, обратной норме минимального
элемента: J inf

1 = ρ−1
0 .

2.2. Решение задачи оптимального управления (1.4), (1.5), (1.11) также сводит-
ся к последовательному решению следующих задач.

Во-первых, к определению нормы минимального элемента:

min
lTc=1

|| lTh(tf , ·) ||L1
= min
lTc=1

tf∫
t0

| lTh(tf − t) | dt = ||h0(·) ||L1
= ρ0. (2.6)

Во-вторых, к синтезу оптимального управления u∗(·) из условия:

max
||u(·)||L∞= 1

ρ0

tf∫
t0

h0(t)u(t)dt, (2.7)

где
tf∫
t0

h0(t)u
∗(t)dt = 1, ||u(·) ||L∞

= max
t∈ [t0, tf ]

|u(t) | = 1

ρ0
. (2.8)
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Очевидно, что из решения задачи (2.6) получим минимальный элемент в виде
многочлена Чебышёва второго рода с точностью до некоторого множителя [14].
Соответственно с учетом (2.8) оптимальное управление в этом случае будет иметь
следующий вид:

u∗(t) =
1

ρ0
sign h0(t), ∀t ∈ [t0, tf ], (2.9)

где h0(t) = lT0h(tf − t), а lT0 c = 1. При этом получим Jmin
∞ = ρ−1

0 .
2.3. Для решения задачи (1.4), (1.5), (1.12) на минимум ”обобщенной работы”

управления вначале также следует найти минимальный элемент и его норму в
L2[t0, tf ], а именно:

min
lTc=1

|| lTh(tf , ·) ||L2
= min
lTc=1

 tf∫
t0

[lTh(tf − t)] 2dt


1
2

= ||h0(·) ||L2
= ρ0. (2.10)

Отметим здесь, что
tf∫
t0

[lTh(tf − t)] 2dt = lTGl, где G =
tf∫
t0

h(tf − t)h(tf − t)Tdt —

грамиан управляемости:

G =

tf∫
t0

[gk j(tf − t)]n×n dt, gk j(tf − t) =
(tf − t)2n−k−j

(n− k)! (n− j)!
, k, j = 1, 2, ..., n,

элементы которого вычисляются по формулам:
tf∫
t0

gk j(tf − t)dt =

tf∫
t0

(tf − t)2n−k−j

(n− k)! (n− j)!
dt =

(tf − t0)
2n−k−j+1

(n− k)! (n− j)!(2n− k − j + 1)
.

В силу полной управляемости системы (1.4) ее грамиан управляемости G явля-
ется невырожденной матрицей. Если принять t0 = −1 и tf = +1, то его элементы
будут вычисляться по формулам:

tf∫
t0

gk j(tf − t)dt =
22n−k−j+1

(n− k)! (n− j)!(2n− k − j + 1)
, k, j = 1, 2, ..., n.

Для отыскания минимального элемента и его нормы в рассматриваемой задаче
следует найти минимум квадратичной формы lTGl при условии, что lT c = 1.
Решая эту задачу методом множителей Лагранжа, найдем

l0 =
G−1 c

cTG−1c
и, соответственно, получим

h0(t) =
cTG−1h(tf − t)

cTG−1c
, ρ0 = (cTG−1c)−

1
2 (2.11)

Далее из условия максимума интеграла в (2.2) определим оптимальное управ-
ление, программа которого будет иметь следующий вид:

u∗(t) = αh0(t), α> 0(∀t ∈ [t0, tf ]).

Подставив это выражение в (2.2), получим, что α = ρ−2
0 , то есть оптимальное

управление для задачи (1.4), (1.5), (1.12) с учетом (2.11) имеет вид

u∗(t) =
1

ρ20
h0(t) = cTG−1h(tf − t),∀t ∈ [t0, tf ], (2.12)

а минимальное значение функционала (1.12) будет равно Jmin
2 = 1

ρ20
= cTG−1c.
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3. Оптимальное управление n-кратным
интегратором на минимум ”расхода” или полного
импульса управления

Решение задачи (2.3) доставляет с учетом (1.7) ее минимальный элемент

h0(t) =

n∑
k=1

lk0hk(tf − t) =

n∑
k=1

lk0
(n− k)!

(tf − t)n−k,

n∑
k=1

lk0 ck = 1. (3.1)

Применяя формулу бинома (tf − t)n−k =
n−k∑
m=0

(−1)mCm
n−k t

n−k−m
f tm, перепишем

выражение (3.1) в виде

h0(t) =
n∑
k=1

lk0
(n− k)!

n−k∑
m=0

(−1)mCm
n−k t

n−k−m
f tm =

n−1∑
p=0

ap t
p, (3.2)

где C q
r = r!

q!(r−q)! , а ap, p = 0, 1, ..., n − 1, — коэффициенты многочлена — мини-
мального элемента задачи (2.3), вычисляемые по формулам:

ap = (−1)p
n−p∑
k=1

lk0C
p
n−k

(n− k)!
tn−p−kf , p = 0, 1, ..., n− 1. (3.3)

Вводя a = col [(−1)n−1an−1, (−1)n−2an−2, ...,−a1, a0)] и l0 = col (l10, l20, ..., ln0),
соотношения (3.3) можно переписать в векторно-матричном виде:

M l0 = a, (3.4)

где матрица M ∈ Rn×n имеет следующее устройство:

M =



1
(n−1)! 0 0 · · · 0 0 0 0
C n−2

n−1 tf
(n−1)!

1
(n−2)! 0 · · · 0 0 0 0

C n−3
n−1 t

2
f

(n−1)!

C n−3
n−2 tf
(n−2)!

1
(n−3)! · · · 0 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

C 2
n−1t

n−3
f

(n−1)!

C 2
n−2t

n−4
f

(n−2)!

C 2
n−3t

n−5
f

(n−3)! · · · C 2
3 tf
3!

1
2! 0 0

C 1
n−1t

n−2
f

(n−1)!

C 1
n−2t

n−3
f

(n−2)!

C 1
n−3t

n−4
f

(n−3)! · · · C 1
3 t

2
f

3!
C 1

2 tf
2!

1
1! 0

tn−1
f

(n−1)!

tn−2
f

(n−2)!

tn−3
f

(n−3)! · · · t3f
3!

t2f
2!

tf
1! 1



. (3.5)

Поскольку матрица M невырожденная, то из (3.4) всегда можно получить l0 =
=M−1a. При этом обращение матрицы (3.5), учитывая ее устройство, удобно про-
водить методом окаймления [15]. Более того, треугольная структура матрицы M
позволяет решать систему (3.4), последовательно определяя lk0, k = 1, 2, ...,n-1,
начиная с l10 = (−1)n−1(n− 1)! an−1 и т. д.

Так как l0 — решение задачи (2.3) для некоторого c ̸= 0, то здесь и далее
случай, когда l10 ̸= 0, будем называть регулярным, что с учетом (3.4) и (3.5)
отвечает условию an−1 ̸= 0 или, что же самое, когда deg h0(t) = n − 1. Иначе,
если deg h0(t) < n− 1, то решение задачи (2.3) будет вырожденным, условия су-
ществования которого будут рассмотрены ниже. С учетом (3.4) и cTl0 = 1, c ̸= 0
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в регулярном случае должно иметь место: cTM−1a = 1 и, как следствие, an−1 ̸= 0
и, стало быть, l10 ̸= 0. Очевидно, что это условие не выполняется в том случае,
когда векторы c и M−1a (или M−Tc и a) ортогональны.

Так как система (1.4) стационарная, то при задании границ интервала управ-
ления [t0, tf ] допускается определенный произвол, исключая лишь длительность
интервала управления — T = tf−t0, являющегося существенным параметром рас-
сматриваемых задач оптимального управления. Например, без ограничения общно-
сти возможны следующие варианты задания интервала [t0, tf ]: во-первых, t0 = 0;
tf = T ; во-вторых, t0 = −T ; tf = 0 и, в-третьих, t0 = −T/2; tf = +T/2. Если
tf = 0, то есть во втором случае, то матрица (3.5) будет диагональной.

Поскольку решения рассматриваемых задач управления тесно связаны с мно-
гочленами Чебышёва, то интервал управления [t0, tf ] удобно преобразовать к ин-
тервалу [−1,+1], переходя от переменной t в (3.2) к переменной τ :

t =
1

2
[(tf − t0)τ + (tf + t0)], τ ∈ [−1,+1]. (3.6)

Замена независимой переменной согласно (3.6) в выражении для многочлена (3.2),
как минимального элемента задачи (2.3), приведет его к такому виду:

g0(τ) =
n−1∑
p=0

bp τ
p, τ ∈ [−1,+1], (3.7)

где bp, p = 0, 1, ..., n−1 — коэффициенты, вычисляемые по соответствующим фор-
мулам в зависимости от варианта задания границ интервала управления [t0, tf ]
и отвечающей ему замене переменной (3.6), а именно для одного из следующих
вариантов замены переменной t ∈ [t0, tf ] на τ ∈ [−1,+1]:

1) t =
T

2
(τ + 1); 2) t =

T

2
(τ − 1); 3) t =

T

2
τ. (3.8)

Например, для первого варианта (3.8) из (3.2) получим
n−1∑
p=0

ap t
p =

n−1∑
p=0

ap

(
T

2

)p
(τ + 1)p =

n−1∑
k=0

bk τ
k,

где bk =
n−1∑
m= k

am
(
T
2

)m
Cm−k
m , k = 0, 1, ..., n−1, и, в частности, bn−1 = an−1

(
T
2

)n−1.

Соответственно, для остальных вариантов (3.8) из (3.2) получим

bk =
n−1∑
m= k

am

(
T

2

)m
(−1)m−kCm−k

m и bk = ak

(
T

2

)k
, k = 0, 1, ..., n− 1.

Поскольку коэффициенты многочлена (3.7) вычисляются по коэффициентам (3.3),
постольку, вводя в рассмотрение вектор-столбец b = col (bn−1, bn−2, ..., b0), связь
между векторами b и a можно представить в таком виде:

Qa = b, (3.9)

где матрица Q ∈ Rn×n имеет соответствующее устройство в зависимости от вы-
бора варианта замены (3.8). Поэтому с учетом (3.9) из (3.4) тогда получим

l0 =M−1Q−1b. (3.10)

Следуя решению задачи (2.3), далее необходимо вычислить ρ0 с учетом того,
что по условиям этой задачи экстремальные значения многочлена (3.2) и, стало
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быть, (3.7) должны в наименьшей степени уклоняться от нуля или, что то же
самое, с точностью до множителя ρ0 в регулярном случае должно иметь место
такое соотношение:

g0(τ) = s0 ρ0Tn−1(τ), τ ∈ [−1,+1], (3.11)

где s0 = ±1, Tn−1(τ) = 2n−2τn−1 +
n−2∑
p=0

θpτ
p — многочлен Чебышёва первого рода

(n−1)-й степени [14]. Многочлены Чебышёва первого рода четной степени, то есть
при n = 2k (k = 0, 1, 2, ...), будут содержать только четные степени τ , и свободный
член для них будет равен (−1)k, а многочлены нечетной степени — при n = 2k+1
(k = 0, 1, 2, ...) — только нечетные степени τ . Например [14]: T0(τ) = 1; T1(τ) = τ ;
T2(τ) = 2τ2 − 1; T3(τ) = 4τ3 − 3τ ; T4(τ) = 8τ4 − 8τ2 +1; T5(τ) = 16τ5 − 20τ3 +5τ , и
т. д. в соответствии с рекуррентным соотношением: Tn+1(τ) = 2τTn(τ)− Tn−1(τ)
(n > 0). То есть в общей записи для коэффициентов многочлена Tn−1(τ) имеет
место: θn−2 = θn−4 = ... = 0 и θn−1 = 2n−2.

Приравнивая коэффициенты из (3.7) и предварительно умноженные на s0ρ0
соответствующие коэффициенты многочлена Tn−1(τ), то есть, принимая b = s0ρ0θ,
где θ = col (θn−1, θn−2, ..., θ0), из (3.10) получим

l0 = s0ρ0M
−1Q−1 θ. (3.12)

Умножая далее (3.12) скалярно на c и учитывая, что ρ0 > 0 и cTl0 = 1, найдем
значение нормы минимального элемента (3.2) ρ0 и s0:

ρ0 = | cTM−1Q−1 θ |−1; s0= sign (cTM−1Q−1 θ). (3.13)

Оптимальное управление для регулярного случая в рассматриваемой задаче
можно определить из условий (2.4), (2.5). В [10] было показано, что оптимальное
управление для тройного интегратора в пределе является δ-импульсным управле-
нием. То же самое будет иметь место и в случае n > 3, а именно в этом случае
оптимальное управление также будет формироваться δ-импульсами в окрестности
граничных точек интервала управления и точек экстремумов минимального эле-
мента или, что то же самое, в окрестности точек экстремумов многочлена Tn−1(τ)
на интервале управления [−1,+1]. При этом ”расход” или полный импульс опти-
мального управления с учетом (2.5) и (3.13) будет равен

Jmin
1 = ||u∗(·) ||L 1

=

tf∫
t0

|u∗(t) |dt = T

2

+1∫
−1

|u∗(τ) |dτ =
1

ρ0
= | cTM−1Q−1 θ |. (3.14)

Программа оптимального управления с учетом (2.4) и (3.7) будет иметь вид

u∗(τ) = sign g0(τ)
n−1∑
k=0

u∗kδ(τ − τk), τ ∈ [−1,+1], (3.15)

где δ(τ − τk) — δ-функция, u∗k > 0 (k = 0, 1, ..., n − 1) — параметры програм-
мы управления (величины импульсов), а τk — точки приложения δ-импульсов,
которые на интервале (−1,+1) определяются из условия dTn−1(τ)

dτ = 0. Так как
1

n−1
dTn−1(τ)

dτ = Un−2(τ), то указанные точки суть граничные точки интервала
управления [−1,+1] и нули многочленов Чебышёва второго рода [14]:

τk = cos
(n− k − 1)π

n− 1
, k = 0, 1, ..., n− 1(τ0 = −1, τn−1 = +1). (3.16)
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С учетом моментных равенств (1.8), (1.9), с одной стороны, и, с другой сто-
роны, с учетом взаимосвязи многочленов (3.2) и (3.7), обусловленной заменой пе-
ременных (3.8), из (1.8) при подстановке в него (3.15) получим:

tf∫
t0

h(tf − t)u∗(t)dt =
T

2

+1∫
−1

h

[
T

2
(1− τ)

]
u∗(τ)dτ =

=
T

2

n−1∑
k=0

u∗kh

[
T

2
(1− τk)

]
sign g0(τk) =

T

2

n−1∑
k=0

u∗kh

[
T

2
(1− τk)

]
sign [s0Tn−1(τk)] = c.

Отсюда следует система уравнений относительно параметров импульсов в (3.15),
которая в векторно-матричной записи имеет вид

Hu∗ = c, (3.17)

где u∗ = col (u∗0, u
∗
1, ..., u

∗
n−1), H = [g0|g1| · · · |gn−1] и, соответственно,

gk = h

[
T

2
(1− τk)

]
sign [s0Tn−1(τk)] , k = 0, 1, ..., n− 1.

Нетрудно установить, что систему (3.17) можно преобразовать заменой пере-
менных в u∗, а именно: (−1)ks0 u

∗
k−1 → ũ∗k−1, k = 1, 2, ..., n, то есть u∗ → ũ∗, и его

правой части c→ c̃, где (n− k)! ck → c̃k, k = 1, 2, ..., n, так что (3.17) будет иметь
вид: Wũ∗ = c̃, где W — матрица Вандермонда.

Решая уравнение (3.17), получим вектор параметров импульсов u∗ для опти-
мального управления (3.15): u∗ = H−1c и тем самым получим в общем виде реше-
ние задачи оптимального управления (1.4), (1.5), (1.10) для n-кратного интегра-
тора на минимум ”расхода” или полного импульса управления для регулярного
случая. Отметим, что с учетом (3.15) из (2.5) также следует

n−1∑
k=0

u∗k =
2

ρ0T
. (3.18)

Отсюда видно, что при ρ0 → ∞ получим
n−1∑
k=0

u∗k → 0.

4. Об условиях вырождения задачи управления
n-кратным интегратором на минимум ”расхода”
или полного импульса

Рассмотрим условия существования вырожденного решения в задаче (2.3).
С учетом условия cTl0 = 1 и (3.12) как в общем, так и в регулярном случае
должно иметь место:

s0ρ0 c
TM−1Q−1 θ = 1. (4.1)

Поскольку здесь θ = col (θn−1, θn−2, ..., θ0) — вектор коэффициентов многочлена
Tn−1(τ), то для выполнения условия (4.1) необходимо и достаточно, чтобы век-
торы c и qn =M−1Q−1 θ были не ортогональны, то есть cTqn ̸= 0. Иначе, когда
cTqn = 0, условие (4.1) не выполняется и, стало быть, имеет место существование
вырожденного решения задачи (2.3).

Без ограничения общности изложения далее примем t0 = −1 и tf = +1. Тогда
в (3.9) Q = In — единичная матрица и a = b = s0ρ0θ, то есть qn =M−1θ. Кроме
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того, матрицу (3.5) обозначим Mn ∈ Rn×n и введем для нее следующие блочные
представления:

Mn =

[ 1
(n−1)! 0T

n−1

mn−1 Mn−1

]
; Mn =

 1
(n−1)! 0 0T

n−2
1

(n−2)!
1

(n−2)! 0T
n−2

∆mn−1 mn−2 Mn−2

 и т. д.

Соответственно обратные к этим матрицам будут иметь следующий вид:

M −1
n =

[
(n− 1)! 0T

n−1

−(n− 1)!M −1
n−1mn−1 M −1

n−1

]
;

M −1
n =

 (n− 1)! 0 0T
n−2

−(n− 1)! (n− 2)! 0T
n−2

(n− 1)!M −1
n−2(mn−2 −∆mn−1) −(n− 2)!M −1

n−2mn−2 M −1
n−2

 (4.2)

и т. д. до записи обратной матрицы для (3.5).
Вводя далее c = col (c1,∆cn−1), a = col (an−1,∆an−1) и l0 = col (l10,∆ln−1),

условие cTl0 = 1 можно переписать в виде

c1l10 +∆cTn−1∆ln−1 = 1, (4.3)

и решение уравнения (3.4) с учетом (4.2) представить в виде:

l10 = (B − 1)! an−1;∆ln−1 =M −1
n−1[∆an−1 − (n− 1)! an−1mn−1]. (4.4)

Если же cTl0 = 0, то для заданного c ̸= 0 регулярное решение задачи (2.3) невоз-
можно в силу ортогональности c ̸= 0 и qn = M−1θ. Но тогда здесь, то есть при
cTqn = 0, имеет место an−1 = bn−1 = 0 и l10 = 0. Стало быть, тогда для выполне-
ния в (2.3) условия cTl0 = 1 в виде (4.3) с учетом (4.4) необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось следующее условие:

∆cTn−1M
−1
n−1∆an−1 = 1, (4.5)

где ∆an−1 = s0ρ0∆θn−1, а ∆θn−1 = col (2n−3, 0, θ
(n−1)
n−3 , ..., θ

(n−1)
0 ) — вектор ко-

эффициентов многочлена Tn−2(τ). Следует отметить, что векторы θ = θn и
θn−1= col (0,∆θn−1) ортогональны в силу свойств коэффициентов многочленов
Чебышёва первого рода. Если (4.5) выполняется, то задача (2.3) является одно-
кратно вырожденной. Очевидно, что при выполнении этого условия решение за-
дачи (2.3) можно рассматривать как ”регулярное”, но с учетом того, что здесь
deg h0(t) = n−2, а оптимальное управление должно содержать не более (n−1)-го
δ-импульса. Если условие (4.5) не выполняется, то есть ∆cTn−1M

−1
n−1∆an−1 = 0 при

l10 = 0, то задача (2.3) является не менее чем двукратно вырожденной. Существо-
вание двукратно вырожденного решения задачи (2.3) устанавливается таким же
образом, как и в случае однократного вырождения решения. Решение задачи (2.3)
будет n-кратно вырожденным, когда условия (1.13) выполняются автоматически
при тождественно нулевом управлении.

Пример 1. Пусть в (1.2), (1.3) x30 = . . . = xn0 = 0 и x3f = . . . = xnf = 0,
а также t0 = −1 и tf = +1. Последнее означает, что здесь t ≡ τ и, стало быть,
многочлены (3.2) и (3.7) тождественны и в (3.9) Q = In — единичная матрица.
Отметим, что принятый вариант задания граничных условий (1.2), (1.3) отвечает
условиям нуль-финитности оптимального управления (3.15) [6] к части перемен-
ных системы (1.1), а именно к переменным цепочки из n−2 интеграторов, которая
последовательно присоединена к двойному интегратору с ненулевыми граничными
условиями.
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Для указанных выше граничных условий получим

c1 = x1f − x10 − 2x20; c2 = x2f − x20; c3 = . . . = cn = 0. (4.6)

Отсюда видно, что (1.13) выполняются, если только x1f − x10 − 2x20 = 0 и x2f −
− x20 = 0. Пусть c1 ̸= 0 и, возможно, c2 ̸= 0. С учетом (4.2) и (4.6) получим
cTM−1 = [(n− 1)!(c1 − c2)|(n− 2)! c2|0| · · · |0] или cTM−1θ = 2n−2(n− 1)! (c1 − c2).
Таким образом, при c1 ̸= c2, то есть когда c1 − c2 = x1f − x10 − (x20 + x2f ) ̸=
= 0, имеет место регулярный случай решения задачи (2.3) с указанными выше
граничными условиями. Регулярный случай имеет место и при x2f = x20, когда
c2 = 0, но при условии x1f − x10 − 2x20 ̸= 0. При этом получим

ρ0 =
[
2n−2(n− 1)! |x1f − x10 − (x20 + x2f ) |

]−1
;

s0= sign [x1f − x10 − (x20 + x2f )],

а оптимальное управление (3.15) тогда будет иметь следующий вид:

u∗(τ) = sign [s0 Tn−1(τ)]
n−1∑
k=0

u∗kδ(τ − τk), τ ∈ [−1,+1],

где параметры импульсов определяются из решения системы (3.17).
Если же здесь c1−c2 = x1f−x10−(x20+x2f ) = 0, то решение задачи (2.3) с за-

данными граничными условиями сводится к исследованию вырожденного случая.
Для этого вначале найдем

∆cTn−1M
−1
n−1∆θn−1 = 2n−3(n− 2)! c2 = 2n−3(n− 2)! (x2f − x20).

Отсюда видно, что однократно вырожденная задача (2.3) имеет ”регулярное” ре-
шение, если c2 = x2f − x20 ̸= 0. При этом ρ0 =

[
2n−3(n− 2)! |x2f − x20 |

]−1 и
s0 = sign (x2f − x20). Если и c2 = x2f − x20 = 0, то x1f − x10 − 2x20 = 0 или, что
то же самое, тогда выполняются условия (1.13). �

Продолжая анализ условий вырождения для задачи (2.3), напомним, что ре-
гулярный случай решения задачи (2.3) имеет место, когда выполняется условие
(4.1), то есть когда векторы c и M−1

n θn не ортогональны. Очевидно, что ана-
логичное условие должно выполняться и в случае решения однократно вырож-
денной задачи (2.3), решение которой можно рассматривать как ”регулярное” в
смысле выполнения условия (4.5), то есть когда векторы ∆cn−1 и M −1

n−1∆θn−1 не
ортогональны. Если же для них ∆cTn−1M

−1
n−1∆θn−1 = 0, то рассматриваемая зада-

ча будет не менее чем двукратно вырожденной. Анализ условий и определение
кратности вырождения задачи (2.3) непосредственно связаны с анализом условий
ортогональности, учитывая представления (4.2), в последовательности следующих
m пар векторов:

(c,M−1
n θn); (∆cn−1,M

−1
n−1∆θn−1); ...; (∆cn−m+1,M

−1
n−m+1∆θn−m+1). (4.7)

С учетом θn−j= col (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
j раз

,∆θn−j) ∈ Rn, j = 0, 1, ..., n − 1, где ∆θn−j — вектор

коэффициентов многочлена Tn−j−1(τ), соотношения (4.7) в случае m-кратной вы-
рожденности задачи (2.3) можно переписать так:

cTM−1
n θn−j = 0, j = 0, 1, ...,m− 1, cTM−1

n θn−m ̸= 0, (4.8)

или
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cTqn−j = 0, j = 0, 1, ...,m− 1, cTqn−m ̸= 0, (4.9)

где qn−j =M−1
n θn−j , j = 0, 1, ...,m− 1.

Выполнение условий (4.8) означает, что вектор M−T
n c ортогонален ко всем век-

торам θn,θn−1, ... ,θn−m+1, исключая вектор θn−m, или, что то же самое, вектор c
ортогонален ко всем векторам qn,qn−1, ... ,qn−m+1, исключая вектор qn−m. В связи
этим напомним, что с учетом (1.8) и (1.13) c = 0, но нулевой вектор по опреде-
лению ортогонален ко всем векторам qn,qn−1, ..., q1. Стало быть, тогда условия
(1.13) означают n-кратную или полную вырожденность задачи (2.3).

Введем далее в рассмотрение матрицу Θn = [ θn| θn−1| · · · | θ 1], которая по
построению является нижней треугольной матрицей. С учетом свойств коэффи-
циентов многочленов Чебышёва первого рода Tm(τ) (m = 0, 1, ..., n−1), а именно:
θ
(m)
m−j , j = 0, 1, ...,m, матрица Θn будет иметь следующий вид:

Θn = [ θn| θn−1| · · · | θ 1] =



2n−2 0 0 · · · 0 0 0
0 2n−3 0 · · · 0 0 0

θ
(n−1)
n−3 0 2n−4 · · · 0 0 0

0 θ
(n−2)
n−4 0 · · · 0 0 0

θ
(n−1)
n−5 0 θ

(n−3)
n−5 · · · 0 0 0

0 θ
(n−2)
n−6 0 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
∗
∗
∗

∗
∗
∗

∗
∗
∗

· · ·
· · ·
· · ·

2 0 0
0 1 0
−1 0 1


.

Отсюда видно, что матрица Θn — невырожденная матрица, и, соответственно,
определитель матрицы Грама G = ΘT

nΘn отличен от нуля. Но тогда система век-
торов θn−j , j = 0, 1, ..., n−1, является линейно независимой системой, и эти векто-
ры образуют базис пространства Rn [15]. Поэтому тогда имеет место единственное
разложение вектора M −T

n c по указанному базису. То же самое справедливо и для
системы векторов qn−j , j = 0, 1, ..., n − 1. Если они линейно независимы, то так-
же образуют базис пространства Rn и для него также имеет место единственное
разложение вектора c.

Возвращаясь к условиям (4.9), отметим, что их выполнение для вектора c озна-
чает его ортогональность к линейной оболочке Lm ⊂ Rn для системы m векторов
qn−j , j = 0, 1, ...,m − 1, которые образуют базу подпространства Lm и, соответ-
ственно, (4.9) являются условиями m-кратной вырожденности задачи (2.3).

5. Оптимальное управление n-кратным
интегратором на минимум максимальных
по модулю значений управления. Об условиях
вырождения задачи

Приступая к решению задачи оптимального управления (1.4), (1.5), (1.11), сле-
дует отметить, что она является взаимной к задаче на быстродействие, в которой
требуется, чтобы J ∗

∞(u) = (tf − t0) → min, а на управляющий параметр наклады-
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ваются ограничения:
|u(t) | 6 umax,∀t ∈ [t0, tf ], (5.1)

где umax — максимально допустимое по модулю значение управления.
Решение задачи (1.4), (1.5), (1.11) аналогично изложенному выше решению за-

дачи (1.4), (1.5), (1.10), то есть здесь так же, как и для задач (2.3), (2.4), оно
сводится к решению задач (2.6), (2.7). Стало быть, вначале следует найти мини-
мальный элемент из решения задачи (2.6) в виде многочлена h0(t) (3.2), который
по условиям задачи с точностью до некоторого множителя должен быть много-
членом Чебышёва второго рода (n − 1)-й степени — Un−1(τ) [14]. Связь между
вектором коэффициентов этого многочлена a и вектором l0 будет аналогична (3.4)
и с той же матрицей M (3.5). С помощью замены (3.6) многочлен h0(t) следует
привести к стандартному виду (3.7), то есть к многочлену g0(τ), τ ∈ [−1,+1]. При-
нимая далее без ограничения общности изложения: tf = 1; t0 = −1, минимальный
элемент задачи (2.6) тогда будем отыскивать в виде

g0(τ) =
n∑
k=1

lk0hk(1− τ) =
n∑
k=1

lk0
(n− k)!

(1− τ)n−k =
n−1∑
p=0

bp τ
p, (5.2)

где
n∑
k=1

lk0 ck = 1, а коэффициенты bp, p = 0, 1, ..., n−1, определяются по формулам,

которые аналогичны (3.3):

bp = (−1)p
n−1∑
m=p

1

m!
ln−m,0C

p
m, p = 0, 1, ..., n− 1. (5.3)

Если ввести b = col [(−1)n−1bn−1, (−1)n−2bn−2, ...,−b1, b0)] и l0 =
= col (l10, l20, ..., ln0), то соотношения (5.3) можно переписать в векторно-
матричном виде:

M l0 = b, (5.4)

где матрица M , согласно формуле (3.5), задана при tf = 1. Соответственно, l0 =
=M −1b и далее вначале рассматривается случай, когда l10 ̸= 0. Как и в задаче
(2.3), этот случай будем называть регулярным и ему будет отвечать bn−1 ̸= 0
или deg g0(τ) = n−1. Условия существования вырожденных решений задачи (2.6),
когда deg g0(τ) < n− 1, будут рассмотрены ниже.

Поскольку для минимального элемента задачи || g0(·) ||L1[−1,+1] = ρ0, то с уче-
том ||Um(·) ||L1[−1,+1] = 2 (m = 0, 1, 2, ...) [14; 16] тогда должно иметь место:

g0(τ) =
n−1∑
p=0

bp τ
p =

1

2
s0ρ0 Un−1(τ), τ ∈ [−1,+1], (5.5)

где s0 = ±1, Un−1(τ) = 2n−1τn−1+
∑n−2
p=0 ϑpτ

p — многочлен Чебышёва второго рода
(n− 1)-й степени, ϑp, p = 0, 1, ..., n− 2, — его коэффициенты. Например: U0(τ) =
= 1; U1(τ) = 2τ ; U2(τ) = 4τ2 − 1; U3(τ) = 8τ3 − 4τ ; U4(τ) = 16τ4 − 12τ2 + 1 и т. д.
согласно рекуррентной формуле: Un+1(τ) = 2τUn(τ) − Un−1(τ) (n > 0). Следует
отметить, что в (5.5) с учетом замены (3.6) ρ0 = 2

T ρ̄0, где ρ̄0 = ||h0(·) ||L1[t0, tf ]
—

норма минимального элемента для решения задачи (2.6).
Приравнивая далее с учетом (5.5) соответствующие коэффициенты в (5.2) и

умноженные на s0ρ0/2 коэффициенты многочлена Un−1(τ), получим относительно
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множителей lk0, k = 1, 2, ..., n, развернутую систему уравнений (5.4), а именно:

(−1)m
n−m∑
k=1

Cm
n−k

(n− k)!
lk0 =

1

2
s0ϑmρ0,m = 0, 1, ..., n− 1. (5.6)

Вводя в рассмотрение вектор-столбцы ϑ = (−1)n−1col (ϑn−1, ϑn−2, ..., ϑ1, ϑ0) и
l0 = col (l10, l20, ..., ln0), перепишем систему (5.6) в матричном виде (5.4):

M l0 =
1

2
s0ρ0ϑ. (5.7)

С учетом условия lT0 c =
∑n
k=1 lk0 ck = 1 найдем для задачи (2.6) значение нормы

минимального элемента:
ρ0 = 2 |cTM−1ϑ|−1

, (5.8)

а также s0= sign (cTM−1ϑ).
Оптимальное управление в рассматриваемой задаче можно определить из усло-

вий (2.7), (2.8), а именно с учетом (5.8) здесь имеет место:

u∗(τ) =
1

ρ0
sign g0(τ) =

1

ρ0
sign [s0 Un−1(τ)], τ ∈ [−1,+1], (5.9)

где g0(τ) = lT0h(1− τ), а lT0 c = 1. При этом получим Jmin
∞ = 1

ρ0
= |cTM−1ϑ|.

Рассмотрим теперь условия существования вырожденного решения для задачи
(2.6). Итак, с учетом (5.4), (5.7) и cTl0 = 1 в общем и, соответственно, в регу-
лярном случае должно быть:

1

2
s0ρ0 c

TM−1ϑ = 1. (5.10)

Если векторы c и p =M−1ϑ ортогональны, то cTp = 0 и, соответственно, в этом
случае существует вырожденное решение задачи (2.6).

При m-кратной вырожденности задачи (2.6) соответствующие этому случаю
условия с учетом (4.2) и по аналогии с (4.7), (4.8) можно записать так:

cTM−1
n ϑn−j = 0, j = 0, 1, ...,m− 1, cTM−1

n ϑn−m ̸= 0,

где ϑn−j= col (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
j раз

,∆ϑn−j) ∈ Rn, а ∆ϑn−j — вектор коэффициентов многочлена

Un−j−1(τ) (j = 0, 1, ..., n−1). Если ввести обозначение pn−j =M−1
n ϑn−j , то условия

m-кратной вырожденности задачи (2.6) можно переписать в виде

cTpn−j = 0, j = 0, 1, ...,m− 1, cTpn−m ̸= 0. (5.11)

В m-кратно вырожденной задаче (2.6) оптимальное управление (5.9) имеет
только (n − m) подынтервалов, на которых оно постоянно. Поскольку свойства
системы векторов pn−j в (5.11) аналогичны свойствам qn−j из (4.9), то условия
(5.11) также можно переписать в виде, аналогичном (4.10).

Пример 2. Рассмотрим решение задачи (1.4), (1.5), (1.11) при следующих
условиях в (1.2), (1.3): t0 = −T

2 ; tf = T
2 ; x20 = . . . = xn0 = 0 и x3f = . . . =

= xnf = 0, x1f = γT , 0 < γT 6 π. Тогда из (1.8 c1 = γT , c2 = . . . = cn = 0, то есть
l10 = 1

γT
и lk0 ∈ R1, k = 2, 3, ..., n. Вычислим минимальный элемент задачи (2.6)

h0(t) =
1

γT (n− 1)!

(
T

2

)n−1(
1− 2t

T

)n−1

+
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+
l20

(n− 2)!

(
T

2

)n−2(
1− 2t

T

)n−2

+ ...+
ln−1,0T

2!

(
1− 2t

T

)
+ ln0.

Отсюда с учетом замены t = T
2 τ получим g0(τ) (5.2):

g0(τ) =
1

(n− 1)! γT

(
T

2

)n−1

(1− τ)
n−1

+

+
l20

(n− 2)!

(
T

2

)n−2

(1− τ)
n−2

+ ...+
ln−1,0T

2!
(1− τ) + ln0 =

=
s0

2n−1(n− 1)! γT

(
T

2

)n−1

(2n−1τn−1 + ϑn−2τ
n−2 + ...+ ϑ1τ + ϑ0) =

=
1

2n−1(n− 1)! γT

(
T

2

)n−1

|Un−1(τ) | =
T n−1

22(n−1)(n− 1)! γT
|Un−1(τ) |,

где s0 = (−1)n−1. Тогда с учетом (5.5), а также dτ = 2dt
T и ||Um(·) ||L1[−1,+1] = 2

получим норму минимального элемента для задачи (2.6):

+ T
2∫

− T
2

|h0(t) |dt =
Tn

22(n−1)(n− k)!γT
= ρ̄0,

и, стало быть, тогда имеет место:

ρ̄0 =
1

umax
=

Tn

22(n−1)(n− 1)!γT
,

а отсюда — при наличии ограничения (5.1) – следует, что решение задачи в дан-
ном примере существует только тогда, когда длительность маневра задана не
меньше, чем

Tmin =
n
√

22(n−1)(n− 1)!γT
umax

. (5.12)

В частности, при n = 2 из (5.12) получим: Tmin =
√

4γT
umax

[17], [18], а при n =

= 3: Tmin =
3√

32γT
umax

[11], что отвечает значениям быстродействия в задачах

управления с исходными данными настоящего примера при учете (5.1). Кроме
того, полный импульс для оптимального управления согласно (5.12) будет равен
umaxT = 22(n−1)(n−1)!γT

Tn−1 . Вычисляя для сравнения Jmin
1 (3.14) для исходных данных

примера, получим Jmin
1 = 1

2umaxT = 22n−3(n−1)!γT
Tn−1 . �

Пример 3. Рассмотрим еще раз решение задачи (1.4), (1.5), (1.11), но при
следующих исходных данных [9]: n = 3; t0 = −T

2 ; tf = T
2 ; x10 = γ0, 0 < γ0 6 π;

x20 = ω0; x30 = ε0, где γ0, ω0, ε0 — некоторые заданные константы, а также
x1f = x2f = x3f = 0. Тогда из (1.8) получим следующие значения моментов:

c1 = − (γ0 + Tω0 +
1

2
T 2ε0); c2 = − (ω0 + Tε0); c3 = − ε0. (5.13)

Минимальный элемент задачи

h0(t) =
l10T

2

8

(
1− 2t

T

)2

+
l20T

2

(
1− 2t

T

)
+ l30, (5.14)
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где l10, l20, l30 — множители, удовлетворяющие условию c1l10 + c2l20 + c3l30 = 1.
Вводя новую независимую переменную τ = 2t

T , перепишем (5.14) в виде

h0

(
Tτ

2

)
= g0(τ) =

l10T
2

8
(1− τ)2 +

l20T

2
(1− τ) + l30 =

=
l10T

2

8
τ2 − T

4
(T l10 + 2l20)τ +

l10T
2

8
+
l20T

2
+ l30 =

=
l10T

2

32

[
4τ2 − 8

l10T
(T l10 + 2l20) τ +

32

l10T 2

(
l10T

2

8
+
l20T

2
+ l30

)]
.

При l10 ̸= 0 этот многочлен с точностью до множителя s0 l10 T
2

32 (s0 = ±1) должен
совпадать с многочленом Чебышёва второго рода U2(τ) = 4τ2 − 1, то есть тогда
имеет место g0(τ) = s0 l10 T

2

32 (4τ2−1) и, соответственно, получим систему уравнений
относительно l10, l20 и l30:

c1l10 + c2l20 + c3l30 = 1;T l10 + 2l20 = 0;
5T 2

32
l10 +

T

2
l20 + l30 = 0.

Решая эту систему по правилу Крамера [15], получим

l10 =
D1

D0
; l20 =

D2

D0
; l30 =

D3

D0
,

где D0 = 2c1 − T c2 +
3T 2

16 c3, D1 = 2, D2 = −T , D3 = 3T 2

16 , и, стало быть, здесь

l10 = 2

(
2c1 − T c2 +

3T 2

16
c3

)−1

, ρ0 =
T 2

16

∣∣∣∣ 2c1 − T c2 +
3T 2

16
c3

∣∣∣∣−1

,

а также s0 = sign
(
2c1 − T c2 +

3T 2

16 c3

)
, umax = 16

T 2

∣∣∣ c1 − c2T + c3
3T 2

16

∣∣∣. Очевидно,
что здесь при ρ0 → ∞ umax → 0, что имеет место с учетом (5.13) при T → T∗,

где T∗ = − 8ω0

3ε0
±

√
64ω2

0−96γ0ε0
3ε0

(если 2ω2
0 − 3γ0ε0 > 0 и T∗ > 0).

В вырожденном случае, когда l10 = 0, многочлен (5.14) с точностью до мно-
жителя будет равен U1(τ) = 2τ . Тогда здесь имеет место:

h0

(
Tτ

2

)
= g0(τ) =

l20T

2
(1− τ) + l30 = − l20T

2
τ +

l20T

2
+ l30.

Соответственно отсюда получим

l20 =
2

2c2 − T c3
; l30 = − T

2c2 − T c3
; s0 = sign (2c2 − T c3); ρ0 =

T

|2c2 − T c3 |
.

Если же l10 = 0 и l20 = 0, то l30 = c−1
3 , s0 = sign c3 и ρ0 = 2 | c3|−1.

Следует отметить, что в данном примере, как и в примере 2, в общем случае
задача (1.4), (1.5), (1.11) не эквивалентна соответствующей задаче на быстродей-
ствие, что обусловлено симметричным расположением на интервале управления
корней многочлена Чебышёва и соответствующей им структуре программы опти-
мального управления. Поэтому для заданной длительности маневра T в задаче
(1.4), (1.5), (1.11) и получаемого для нее значения umax во взаимной к ней зада-
че на быстродействие, в которой задается ограничение (5.1), всегда имеет место
следующая оценка для быстродействия: Tmin 6 T . �
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Заключение
Рассмотрены задачи оптимального управления, имеющие прикладное значение

для решения некоторых задач управления ориентацией космических аппаратов,
а именно: задачи оптимального управления n-кратным интегратором с произволь-
ными граничными условиями и с функционалами типа нормы в Lq[t0, tf ], q =
= 1, 2,∞, которые решались с помощью принципа максимума Н.Н. Красовского
(методов моментов). Во-первых, было получено полное решение задачи на мини-
мум ”обобщенной работы” управления, которая сводится к L2-проблеме моментов.
Во-вторых, решена задача на минимум ”расходов” или полного импульса управ-
ления, которая сводится к L∞-проблеме моментов и для которой показано, что
оптимальное управление является δ-импульсным управлением. Получены условия
существования регулярного решения задачи в зависимости от граничных условий,
а также условия существования ее вырожденных решений. В-третьих, получено
общее решение задачи на минимум максимальных по модулю значений управляю-
щего параметра (как L 1-проблемы моментов) и условия существования как регу-
лярных, так и вырожденных решений этой задачи. Приведены примеры решения
задач, которые сводятся к L∞- и L 1-проблемам моментов. Установлена неэквива-
лентность задачи на минимум максимальных управлений соответствующей задаче
на быстродействие.
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Yu.N. Gorelov3

ON THE OPTIMAL CONTROL OF THE N-FOLD
INTEGRATOR4

The optimal control problem n-fold integrator with arbitrary boundary
conditions and functionals of type norms in spaces of Lq[t0, tf ], q = 1, 2,∞
is considered. First, it is the problem of minimizing the total controling
impulse, which boils down to L∞- problem of moments; secondly, the problem
of minimizing the maximum values of the control parameter (represented
as L 1-problem of moments), and, finally, it is the problem of minimizing
”generalized work control” (as L2-problem of moments). Solving problems is
obtained by using the method of moments in the form of the maximum principle
by N.N. Krasovsky. It is shown that optimal control in the first problem is
approximated by a δ-impulsive control. Conditions for the existence of regular
and singular solutions to this problem depending on the boundary conditions
are also specified. The general solution of the second problem, which is the
conditions for existence of regular and singular solutions and not equivalence
with the mutual problem of time-optimal control is obtained. Examples of
solution for the considered control tasks are given. In case of a quadratic
functional general relations required for constructing a program optimal control
were obtained.

Key words: the n-fold integrator, optimal control, problem of moments,
maximum principle by N.N. Krasovsky, Chebyshev polynomials.
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