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ПРЕДЕЛЫ МАКСИМАЛЬНЫХ СРЕДНИХ
И НЕАВТОНОМНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ

ВКЛЮЧЕНИЯ

Доказана теорема существования предела максимального среднего для
почти периодической функции многих переменных на решениях дифферен-
циального включения, правая часть которого зависит от времени периоди-
чески.

Основное достаточное условие — задача Коши для дифференциального
включения должна удовлетворять условию кратной достижимости. Это усло-
вие выполняется, например, для постоянной правой части дифференциально-
го включения, которая не принадлежит собственному подпространству ско-
ростей. Результат примыкает к теории усреднения дифференциальных вклю-
чений с быстрыми и медленными переменными.

Ключевые слова: неавтономное дифференциальное включение, перио-
дическая по времени правая часть, почти периодическая функция, предел
максимального среднего.

1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу Коши для дифференциального включения

ẋ ∈ G(t, x), x(0) = x0, (1.1)

где отображение G : R×Rn → K(Rn) в совокупность K(Rn) непустых компактных
множеств из Rn является периодическим с периодом T > 0. Далее предполагает-
ся, что любое решение задачи Коши (1.1) (абсолютно непрерывная функция на
любом отрезке) можно продолжить на промежуток [0,∞) для любого начально-
го вектора x0 ∈ Rn. Все множество таких решений обозначается символом X(x0).
Предел максимального среднего для непрерывной функции f : Rn → R, если он
существует, определяется соотношением

M(f) = lim
∆→∞

sup
x∈X(x0)

S(∆, x), S(∆, x) =
1

∆

∫ ∆

0

f(x(t)) dt. (1.2)

В [1; 2] доказано, что в случае постоянной невырожденной правой части
G ∈ K(Rn) (множество G не принадлежит подпространству из Rn размерно-
сти n− 1) дифференциального включения (1.1) и непрерывной почти периоди-
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ческой функции f предел максимального среднего (1.2) существует и не зависит
от x0.

В [3; 4] вопросы существования пределов максимальных средних рассматри-
вались для дифференциальных включений с постоянной компактной правой ча-
стью G, при этом основное достаточное условие сводилось к существованию до-
пустимого вектора скоростей с независимыми координатами (см. [5, теорема об
усреднении]) из выпуклой оболочки множества G. Заметим, что в [3] незави-
симость координат рассматривалась относительно спектра почти периодической
функции.

В целом вопросы существования пределов максимальных средних примыкают
к теории усреднения дифференциальных включений с быстрыми и медленными
переменными [6; 7] и к теореме усреднения [5].

В данной работе доказана теорема о существовании предела максимального
среднего для непрерывной почти периодической функции и неавтономного диф-
ференциального включения с периодической по времени t правой частью при вы-
полнении условия кратной достижимости для задачи (1.1).

2. Кратная достижимость
Множество достижимости задачи (1.1) в момент времени t > 0 обозначим

D(t, x0) = {y ∈ Rn : ∃x ∈ X(x0), x(t) = y}.

Будем говорить, что для задачи (1.1) выполняется условие кратной достижи-
мости, если (∀ l > 0)(∃∆∗ > 0)(∀x0 ∈ Rn)(∃ a ∈ Rn) и существует целое k 6 ∆∗/T
такое, что брус

K(a, l) = {y ∈ Rn : aj 6 yj 6 aj + l}, a = (a1, . . . , an)

содержится в множестве достижимости D(kT, x0).
Условие кратной достижимости выполняется для любого T > 0, если посто-

янный невырожденный компакт G0 содержится в выпуклой оболочке множества
допустимых скоростей G(t, x) для любого t. В следующем примере множество до-
пустимых скоростей

G(t) = {v ∈ Rn : |vj − 1− sin(t)| 6 1, j = 1, . . . , n}

при любом t содержит единственный вектор v = (v1, . . . , vn) с координатами v1 =
= · · · = vn = 1, которые зависимы:

v1k1 + · · ·+ vnkn = 0, n = 2, 3, . . . ,

где kj = 1, j = 1, . . . , n−1, kn = −n+1, а множество G0 = {v} является вырожден-
ным. Нетрудно показать, что и в этом случае задача (1.1) удовлетворяет условию
кратной достижимости при любом T > 0.

3. Теорема
Условие продолжимости любого решения задачи Коши (1.1) на промежуток

[0,∞) предполагается выполненным в следующей теореме.
Теорема 3.1. Пусть отображение G : R × Rn → K(Rn) является

T -периодическим по t ∈ R и для задачи (1.1) выполняется условие кратной
достижимости. Тогда для любой непрерывной почти периодической функции
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f : Rn → R предел максимального среднего (1.2) существует равномерно по на-
чальному вектору x0 ∈ Rn и не зависит от x0.

Доказательство. Воспользуемся критерием [6, теорема 5.2] существования
равномерного по начальным условиям предела максимального среднего, не зави-
сящего от x0. Для задачи (1.1) критерий формулируется в следующем виде:
(∀ ε > 0) (∃∆0 > 0) (∀ a ∈ Rn) (∀ b ∈ Rn) (∀xa ∈ X(a))(∃xb ∈ X(b)) (∀∆ > ∆0)
выполняется неравенство

S(∆, xa) 6 S(∆, xb) + ε. (3.1)

Так как функция f почти периодическая, то для данного ε > 0 существует число
l > 0 такое, что любой брус K(c, l), c ∈ Rn содержит вектор a+ p для некоторого
ε/2-периода p функции f и

|f(x+ p)− f(x)| 6 ε/2, x ∈ Rn. (3.2)

Из условия кратной достижимости следует, что существует ∆∗ > 0 такое, что
при целом k, kT = t∗ 6 ∆∗ найдется вектор c ∈ Rn, для которого выполняются
включения

a+ p ∈ K(c, l) ⊂ D(t∗, b).

Следовательно, существует решение x∗ ∈ X(b), удовлетворяющее соотношению
x∗(t∗) = a + p. Так как t∗ = kT , а G(t + T, x) ≡ G(t, x), то можно определить
решение xb ∈ X(b) следующим образом:

xb(t) =

{
x∗(t), 0 6 t 6 t∗,

a+ p+
∫ t−t∗
0

ẋa(s) ds, t > t∗.
(3.3)

Воспользуемся равенством∫ ∆

0

f(xb(t)) dt =

∫ t∗

0

f(xb(t)) dt+

∫ t∗+∆

t∗

f(xb(t)) dt−
∫ t∗+∆

∆

f(xb(t)) dt. (3.4)

Здесь для среднего интеграла из (3.3) следует∫ t∗+∆

t∗

f(xb(t)) dt =

∫ ∆

0

f(xb(t+ t∗)) dt =

∫ ∆

0

f(p+ xa(t)) dt. (3.5)

Первый и третий интегралы в правой части (3.4) оцениваются одинаково.
Например,

|
∫ t∗

0

f(xb(t)) dt| 6 f0∆∗, f0 = sup{|f(x)| : x ∈ Rn}.

Следовательно, из (3.4), с учетом (3.2) и (3.5) получим

|S(∆, xb)− S(∆, xa)| 6
2f0∆∗

∆
+
ε

2
.

Если в качестве ∆0 из критерия существования предела максимального средне-
го взять число 4f0∆∗/ε, то при ∆ > ∆0 для решения xb ∈ X(b) выполняется
неравенство (3.1). Теорема доказана.

Замечание. Для задачи Коши

ẋ ∈ G(t, x), x(t0) = x0 (3.6)

с начальным вектором x0 ∈ Rn в произвольный начальный момент времени t0 ∈ R
теорема 3.1 остается в силе с очевидным уточнением заключения теоремы: · · ·
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предел максимального среднего (1.2) существует равномерно по x0 ∈ Rn, t0 ∈ R и
не зависит от x0 и t0. Это следует из простых соображений с учетом равенства

sup
x∈X(0,x0)

{ 1

∆

∫ ∆

0

f(x(t)) dt} = sup
x∈X(kT,x0)

{ 1

∆

∫ kT+∆

kT

f(x(t)) dt},

справедливого для целого k, которое вытекает из периодической зависимости по t
правой части дифференциального включения. Здесь X(t0, x0) — множество всех
решений задачи (3.6), определенных в промежутке [t0,∞).
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O.P. Filatov2

THE LIMITS OF MAXIMAL MEANS AND NO
AUTONOMOUS DIFFERENTIAL INCLUSIONS

The existence theorem of the limit of the maximum average for almost peri-
odic functions on a stand-alone solutions of no autonomous differential inclusion,
the right part of which depends on the time periodically is proved.

The main condition is a condition of multiple attainability for a differential
inclusion. This condition is satisfied, for example, for a constant right-hand side,
which does not belong to the eigenspace of speeds. The result is related to the
theory of averaging of differential inclusions with slow and fast variables.

Key words: no autonomous differential inclusions, time-periodic right-hand
side, almost periodic functions, limit of the maximum average.
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