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УДК 517.968

Е.А. Созонтова1

ОБ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ ТРЕХМЕРНОЙ
СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В КВАДРАТУРАХ

В данной статье рассматривается система уравнений с частными интегра-
лами в трехмерном пространстве. Целью исследования является выделение
достаточных условий разрешимости этой системы в квадратурах. Предло-
жен метод, основанный на редукции исходной системы сначала к задаче
Гурса для системы дифференциальных уравнений первого порядка, а затем
к трем задачам Гурса для дифференциальных уравнений третьего порядка.
В результате получены условия, обеспечивающие возможности построения
решения рассматриваемой системы уравнений в явном виде. Общее количе-
ство вариантов обсуждаемой разрешимости равно 16.

Ключевые слова: система с частными интегралами, условие разреши-
мости, решение в квадратурах, дифференциальное уравнение, задача Гурса.

В работе [1] для ряда уравнений с частными интегралами (термин встречается,
например, в [2, c. 4]) реализована идея их редукции к задачам Гурса, допускаю-
щим возможности построения их решений в виде явных формул. В [3] развивается
та же идея с целью ее применения к системе уравнений с частными интеграла-
ми в двумерном пространстве. В настоящей статье в области D = {x0 < x < x1,
y0 < y < y1, z0 < z < z1} рассматривается трехмерная система вида

φi(x, y, z) = ai1(x, y, z)
x∫
x0

[b11(t, y, z)φ1(t, y, z) + b12(t, y, z)φ2(t, y, z)+

+b13(t, y, z)φ3(t, y, z)]dt+ ai2(x, y, z)
y∫
y0

[b21(x, τ, z)φ1(x, τ, z)+

+b22(x, τ, z)φ2(x, τ, z) + b23(x, τ, z)φ3(x, τ, z)]dτ+

+ai3(x, y, z)
z∫
z0

[b31(x, y, θ)φ1(x, y, θ) + b32(x, y, θ)φ2(x, y, θ)+

+b33(x, y, θ)φ3(x, y, θ)]dθ + fi(x, y, z), i = 1, 3.

(1)

Предполагается, что коэффициенты данной системы непрерывны в D и выполне-
но неравенство

∆(x, y) = det ∥aik(x, y, z)∥ ̸= 0. (2)
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Введем обозначения

M =
x∫
x0

[b11(t, y, z)φ1(t, y, z) + b12(t, y, z)φ2(t, y, z)+

+b13(t, y, z)φ3(t, y, z)]dt,

N =
y∫
y0

[b21(x, τ, z)φ1(x, τ, z) + b22(x, τ, z)φ2(x, τ, z)+

+b23(x, τ, z)φ3(x, τ, z)]dτ,

K =
z∫
z0

[b31(x, y, θ)φ1(x, y, θ) + b32(x, y, θ)φ2(x, y, θ)+

+b33(x, y, θ)φ3(x, y, θ)]dθ.

(3)

Тогда в силу (2) найдем

M = ((a22a33 − a23a32)φ1 + (a13a32 − a12a33)φ2+
+(a12a23 − a13a22)φ3 − (a22a33f1 + a12a23f3+

+a13a32f2 − a13a22f3 − a23a32f1 − a12a33f2))∆
−1,

N = ((a23a31 − a21a33)φ1 + (a11a33 − a13a31)φ2+
+(a21a13 − a23a11)φ3 − (a11a33f2 + a22a31f1+

+a21a13f3 − a13a31f2 − a23a11f3 − a21a33f1))∆
−1,

K = ((a21a32 − a31a22)φ1 + (a12a31 − a32a11)φ2+
+(a11a22 − a21a12)φ3 − (a11a22f3 + a12a31f2+

+a21a32f1 − a31a22f1 − a32a11f2 − a21a12f3))∆
−1.

(4)

Введем новые искомые функции по формулам

(a22a33 − a23a32)φ1 + (a13a32 − a12a33)φ2 + (a12a23 − a13a22)φ3 = u,
(a23a31 − a21a33)φ1 + (a11a33 − a13a31)φ2 + (a21a13 − a23a11)φ3 = v,
(a21a32 − a31a22)φ1 + (a12a31 − a32a11)φ2 + (a11a22 − a21a12)φ3 = w

(5)

и будем рассматривать (5) как систему уравнений для φ1, φ2, φ3. Обозначим
определитель этой системы через ∆1 и будем считать, что

∆1 ̸= 0. (6)

Тогда
φ1 = (A1u+B1v + C1w)(∆1)

−1,
φ2 = (A2u+B2v + C2w)(∆1)

−1,
φ3 = (A3u+B3v + C3w)(∆1)

−1,
(7)

где Ai, Bi, Ci (i = 1, 3) понятным образом выражаются через коэффициенты
системы (1). Соотношения (5) и (7) показывают, что задачи отыскания функций
(φ1, φ2, φ3) и (u, v, w) эквивалентны друг другу.

С другой стороны, подставляя (5) в (4), получим

M = (u− (a22a33f1 + a12a23f3 + a13a32f2−
−a13a22f3 − a23a32f1 − a12a33f2))∆

−1,
N = (v − (a11a33f2 + a22a31f1 + a21a13f3−
−a13a31f2 − a23a11f3 − a21a33f1))∆

−1,
K = (w − (a11a22f3 + a12a31f2 + a21a32f1−
−a31a22f1 − a32a11f2 − a21a12f3))∆

−1.

(8)
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Теперь подставим (7) в (3), а затем получившиеся соотношения подставим в (8).
В результате имеем

x∫
x0

∆−1
1 [b11(A1u+B1v + C1w) + b12(A2u+B2v + C2w)+

+b13(A3u+B3v + C3w)]dt =
= (u− (a22a33f1 + a12a23f3 + a13a32f2 − a13a22f3 − a23a32f1 − a12a33f2))∆

−1,
y∫
y0

∆−1
1 [b21(A1u+B1v + C1w) + b22(A2u+B2v + C2w)+

+b23(A3u+B3v + C3w)]dt =
= (v − (a11a33f2 + a22a31f1 + a21a13f3 − a13a31f2 − a23a11f3 − a21a33f1))∆

−1,
z∫
z0

∆−1
1 [b31(A1u+B1v + C1w) + b32(A2u+B2v + C2w)+

+b33(A3u+B3v + C3w)]dt =
= (w − (a11a22f3 + a12a31f2 + a21a32f1 − a31a22f1 − a32a11f2 − a21a12f3))∆

−1.

Продифференцируем полученные соотношения по x, y, z соответственно. В итоге
получим систему (после домножения на ∆ обеих частей соотношений) ux + α1u+ β1v + γ1w = G1,

vy + α2u+ β2v + γ2w = G2,
wz + α3u+ β3v + γ3w = G3,

(9)

где
α1 = −((ln∆)x + (b11A1 + b12A2 + b13A3)

∆
∆1

),

β1 = −(b11B1 + b12B2 + b13B3)
∆
∆1
,

γ1 = −(b11C1 + b12C2 + b13C3)
∆
∆1
,

α2 = −(b21A1 + b22A2 + b23A3)
∆
∆1
,

β2 = −((ln∆)y + (b21B1 + b22B2 + b23B3)
∆
∆1

),

γ2 = −(b21C1 + b22C2 + b23C3)
∆
∆1
,

α3 = −(b31A1 + b32A2 + b33A3)
∆
∆1
,

β3 = −(b31B1 + b32B2 + b33B3)
∆
∆1
,

γ3 = −((ln∆)z + (b31C1 + b32C2 + b33C3)
∆
∆1

),

G1 = ∆(a22a33f1+a12a23f3+a13a32f2−a13a22f3−a23a32f1−a12a33f2∆ )x,

G2 = ∆(a11a33f2+a22a31f1+a21a13f3−a13a31f2−a23a11f3−a21a33f1∆ )y,

G3 = ∆(a11a22f3+a12a31f2+a21a32f1−a31a22f1−a32a11f2−a21a12f3∆ )z.

(10)

Так как из обозначений M, N, K следуют тождества M(x0, y, z) ≡ N(x, y0, z) ≡
≡ K(x, y, z0) ≡ 0, то из (8) вычисляются граничные значения

u(x0, y, z) = a22a33f1 + a12a23f3 + a13a32f2−
−a13a22f3 − a23a32f1 − a12a33f2,

v(x, y0, z) = a11a33f2 + a22a31f1 + a21a13f3−
−a13a31f2 − a23a11f3 − a21a33f1,

w(x, y, z0) = a11a22f3 + a12a31f2 + a21a32f1−
−a31a22f1 − a32a11f2 − a21a12f3.

(11)

Таким образом, система (1) редуцирована к задаче Гурса (9)–(11), которая
является однозначно разрешимой [4]. Для отыскания условий ее разрешимости в
явном виде положим

γ1 ≡ α2 ≡ β3 ≡ 0 (12)
и применим к полученной системе подстановки

u = U exp(−α1x), v = V exp(−β2y), w =W exp(−γ3z). (13)
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В итоге из (9) получим систему Ux = βV + F1,
Vy = γW + F2,
Wz = αU + F3,

(14)

где
α = −α3 exp(γ3z − α1x), β = −β1 exp(α1x− β2y),

γ = −γ2 exp(β2y − γ3z),
F1 = f1 exp(α1x), F2 = f2 exp(β2y), F3 = f3 exp(γ3z).

(15)

Подставляя значения из (11) в (13), получим

U(x0, y, z) = (a22a33f1 + a12a23f3 + a13a32f2−
−a13a22f3 − a23a32f1 − a12a33f2) exp(α1x0),
V (x, y0, z) = (a11a33f2 + a22a31f1 + a21a13f3−
−a13a31f2 − a23a11f3 − a21a33f1) exp(β2y0),

W (x, y, z0) = (a11a22f3 + a12a31f2 + a21a32f1−
−a31a22f1 − a32a11f2 − a21a12f3) exp(γ3z0).

(16)

Далее воспользуемся возможностью редукции системы (14) к уравнениям вида

Θxyz + aΘxy + bΘyz + cΘxz + dΘx + eΘy + fΘz + gΘ = Φ. (17)

При выполнении неравенства
βγ ̸= 0, (18)

исключая из системы (14) функции V, W , приходим к (17) для Θ = U . При этом
нетрудно заметить, что коэффициенты уравнения даются формулами

b ≡ e ≡ f ≡ 0, a = −(ln(βγ))z, c = −(lnβ)y,
d = −(lnβ)yz + (lnβ)y[ln(βγ)]z,

g = −αβγ, Φ = βγF3 + (βF2)z − ((lnβ)yF1)z+
+[ln(βγ)]z(−F2β + F1(lnβ)y − (F1)y) + (F1)yz.

(19)

При выполнении неравенства
αγ ̸= 0 (20)

приходим к (17) для Θ = V с коэффициентами

c ≡ d ≡ f ≡ 0, a = −(ln γ)z, b = −(ln(αγ))x,
e = −(ln γ)xz + (ln γ)z[ln(αγ)]x,

g = −αβγ, Φ = αγF1 + (γF3)x − ((ln γ)zF2)x+
+[ln(αγ)]x(−F3γ + F2(ln γ)z − (F2)z) + (F2)xz,

(21)

а при
αβ ̸= 0 (22)

приходим к (17) для Θ =W с коэффициентами

a ≡ d ≡ e ≡ 0, b = −(lnα)x, c = −(ln(αβ))y,
f = −(lnα)xy + (lnα)x[ln(αβ)]y,

g = −αβγ, Φ = αβF2 + (αF1)y − ((lnα)xF3)y+
+[ln(αβ)]y(−F1α+ F3(lnα)x − (F3)x) + (F3)xy

(23)

Остановимся теперь подробно на исследовании уравнения (17) при Θ = U
(в случаях, когда Θ = V или Θ =W рассуждения проводятся аналогичным обра-
зом). Для отыскания Θ = U из (17) первого условия из (16) недостаточно: нужно
иметь еще значения

U(x, y0, z) = r(x, z), U(x, y, z0) = g(x, y). (24)
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Они могут быть найдены из (14). Действительно, полагая в первом уравнении
системы (14) сначала y = y0, а потом z = z0, приходим к линейным уравнениям
вида

r
′

x(x, z) = Φ1(x, z), g
′

x(x, y) = Φ2(x, y).

В силу условий (16) известны Φ1(x, z), Φ2(x, y) и начальные условия
r(x0, z), g(x0, y), поэтому вычисление r(x, z), g(x, y) происходит путем непо-
средственного интегрирования полученных дифференциальных уравнений,
причем при нахождении r(x, z) z рассматривается как параметр, а при решении
второго уравнения в качестве параметра выступает y. Понятно, что первое
соотношение в (16) и соотношения (24) есть граничные условия задачи Гурса
для уравнения вида (17) при Θ = U . Подобным образом могут быть получены
граничные условия для уравнения вида (17) при Θ = V и Θ =W .

Известно [5, с. 26–28], что решения сформулированных задач Гурса записы-
ваются через соответствующие функции Римана, причем для последних имеются
[5, с. 36–46] различные случаи их построения в явном виде. Важную роль в обо-
значенной выше работе играют конструкции

h1 = ax + ab− e, h2 = ay + ac− d, h3 = by + bc− f,
h4 = bz + ab− e, h5 = cx + bc− f, h6 = cz + ac− d,
h7 = dx + bd− g, h8 = ey + ce− g, h9 = fz + af − g

и условия

1. h1 ≡ h2 ≡ h5 ≡ 0, h7 ∈M ; 2. h2 ≡ h3 ≡ h4 ≡ 0, h8 ∈M ;
3. h4 ≡ h5 ≡ h6 ≡ 0, h9 ∈M ; 4. h1 ≡ h5 ≡ h6 ≡ 0, h7 ∈M ;
5. h1 ≡ h2 ≡ h3 ≡ 0, h8 ∈M ; 6. h3 ≡ h4 ≡ h6 ≡ 0, h9 ∈M ;
7. a = λ(z) + δxy, b = µ(x) + δyz, c = ν(y) + δxz, δ = const,

(25)

где M – класс функций вида m1(x)m2(y)m3(z). Каждого из условий 1 – 6, выпол-
ненного совместно с условием 7, достаточно для получения явного вида функции
Римана.

Теперь для достижения основной цели нам необходимо записать условия (25)
через коэффициенты системы (9) для каждой из трех задач Гурса, используя
формулы (15), (19), (21), (23). При Θ = U получаем

1. [ln(β1γ2)]xz + (α1x− γ3z)xz ≡ (ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡
≡ (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
2. (ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
3. (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
4. [ln(α3γ2)]xz + (α1x− γ3z)xz ≡
≡ (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
5. [ln(α3γ2)]xz + (α1x− γ3z)xz ≡
≡ (ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
6. α3β1γ2 ∈M ;
7. a = λ(z), c = ν(y).

(26)
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Аналогично при Θ = V условия (25) принимают вид

1. (ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
2. (ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡ [ln(α3γ2)]xy + (β2y − α1x)xy ≡
≡ (lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
3.(lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
4. α3β1γ2 ∈M ;
5.(ln γ2)yz + (β2y − γ3z)yz ≡
≡ [ln(α3γ2)]xy + (γ2y − α1x)xy ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
6. [ln(α3γ2)]xy + (β2y − α1x)xy ≡
≡ (lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
7. a = λ(z), b = µ(x).

(27)

В случае, когда Θ =W , имеем

1. (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
2.(lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
3.(lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡ (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡
≡ [ln(α3β1)]yz + (γ3z − β2y)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
4. (lnβ1)xy + (α1x− β2y)xy ≡
≡ [ln(α3β1)]yz + (γ3z − β2y)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
5. α3β1γ2 ∈M ;
6. (lnα3)xz + (γ3z − α1x)xz ≡
≡ [ln(α3β1)]yz + (γ3z − β2y)yz ≡ 0, α3β1γ2 ∈M ;
7. b = µ(x), c = ν(y).

(28)

Таким образом, из проведенных выше рассуждений вытекает

Теорема 1. Пусть при выполнении неравенств (2), (6) и набора тождеств (12):
– или выполняется неравенство (18) и одно из условий 1–6 совокупности (26)
совместно с условием 7 из той же совокупности;
– или выполняется неравенство (20) и одно из условий 1–6 совокупности (27)
совместно с условием 7 из (27);
– или выполняется неравенство (22) и одно из условий 1–6 совокупности (28)
совместно с условием 7 из той же совокупности.
Тогда система (1) разрешима в квадратурах.
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E.A. Sozontova2

ON CONDITIONS OF SOLVABILITY
OF THREE-DIMENSIONAL INTEGRAL SYSTEM

IN QUADRATURES

In this paper we consider the system of equations with partial integrals in
three-dimensional space. The purpose is to find sufficient conditions of solvability
of this system in quadratures. The proposed method is based on the reduction
of the original system, first, to the Goursat problem for a system of differential
equations of the first order, and after that to the three Goursat problems for
differential equations of the third order. As a result, the sufficient conditions of
solvability of the considering system in explicit form were obtained. The total
number of cases discussing solvability is 16.

Key words: partial integral system, condition of solvability, solution in
quadratures, differential equation, Goursat problem.
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