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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ
ПО ВРЕМЕНИ УСЛОВИЕМ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕНИЯ

И НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассмотрен вопрос о разрешимости обратной задачи восстанов-
ления правой части линейного гиперболического уравнения с условиями ин-
тегрального по времени переопределения. Граничные условия изучаемой за-
дачи являются нелокальными и представляют собой условия смещения. По-
лучены условия на входные данные, выполнение которых гарантирует суще-
ствование единственного решения поставленной задачи.

Ключевые слова: обратная задача, нелокальные условия, интегральное
переопределение, обобщенное решение, гиперболическое уравнение.

Введение

В области QT = (0, l)× (0, T ), где l, T <∞, для уравнения

utt − (a(x)ux)x + c(x, t)u = h(x)f(x, t) (1)

поставим следующую задачу:
найти пару функций (u(x, t), h(x)), удовлетворяющих уравнению (1), началь-

ным данным
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (2)

граничным условиям

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + β1(t)u(l, t),
ux(l, t) = α2(t)u(0, t) + β2(t)u(l, t)

(3)

и условию переопределения:
T∫
0

K(t)u(x, t)dt = E(x). (4)

Функции a(x), E(x), c(x, t), f(x, t), αi(t), βi(t), K(t) заданы в областях [0, l], QT
и [0, T ] соответственно, кроме того, будем считать, что 0 < a0 6 a(x) всюду в
[0, l].
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Обратные задачи с интегральным условием переопределения для параболиче-
ских уравнений изучались во многих работах. Отметим статьи [1; 4] и список
литературы в них. Работ, посвященных исследованию разрешимости обратной за-
дачи для гиперболического уравнения, существенно меньше. Отметим наиболее
близкие к тематике данной статьи работы [3; 6; 10].

В предлагаемой статье рассматривается обратная задача с интегральным по
времени условием переопределения и с нелокальными граничными условиями.
Найдены условия на входные данные, обеспечивающие существование единствен-
ного решения поставленной задачи.

1. Формулировка основного результата
Введем понятие решения задачи (1)–(4).
Пусть

∫ T
0
K(t)f(x, t)dt ̸= 0 ∀x ∈ [0, l], K(T ) = K ′(T ) = 0

Тогда функцию h(x), подлежащую определению, можно выразить через u(x, t)
и известные функции, входящие в уравнение (1) и условия (4), если считать их
достаточно гладкими. А именно справедливо следующее соотношение:

h(x) = G−1(x)[

∫ T

0

H(x, t)u(x, t)dt− (a(x)E′(x))′], (5)

где обозначено

G(x) =

∫ T

0

K(x)f(x, t)dt, H(x, t) = K ′′(x) + c(x, t)K(x).

Действительно, предполагая, что u(x, t) удовлетворяет уравнению (1) и услови-
ям (2), (4), умножим соотношение (1) на K(t) и проинтегрируем по t от 0 до T .
Получим

K(T )ut(x, T )−K ′(T )u(x, T )+

+

∫ T

0

(K ′′(t) +Kc)udt− (aE′)′ = h(x)

∫ T

0

K(x)f(x, t)dt.

Учитывая свойства функции K(t), приходим к (5).
Обозначим Ŵ 1

2 (QT ) = {v(x, t) : v(x, t) ∈ W 1
2 (QT ), v(x, T ) = 0}. Пусть v(x, t) ∈

∈ Ŵ 1
2 (QT ). Используя известную процедуру [5], выведем равенство∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + a(x)uxvx + axuxv + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

a(0)v(0, t)[α1(t)u(0, t) + β1(t)u(l, t)]dt−

−
∫ T

0

a(l)v(l, t)[α2(t)u(0, t) + β2(t)u(l, t)]dt =

∫ T

0

∫ l

0

hfvdxdt. (6)

Определение. Обобщенным решением задачи (1)–(4) будем называть пару функций
(u(x, t), h(x)) таких, что u(x, 0) = 0, выполняется тождество (6) для всех функций
v(x, t) ∈ Ŵ 1

2 (QT ), и справедливо (5), понимаемое как равенство в L2(0, l).
Основной результат работы состоит в доказательстве существования единствен-

ного обобщенного решения поставленной задачи.
Пусть выполняются следующие условия:
(i) c ∈ C(QT ), f ∈ C(QT ), a ∈ C[0, l], E ∈ C2[0, l];
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(ii) αi, βi ∈ C1[0, T ], a(0)β1(t) + a(l)α2(t) = 0,
α1(t)β2(t) + α2(t)β1(t) > 0, α′

1(t)β
′
2(t) + α′

2(t)β
′
1(t) > 0,

(iii) K ∈ C2[0, T ],
∫ T
0
K(t)f(x, t)dt ̸= 0 ∀x ∈ [0, l], K(T ) = K ′(T ) = 0. Заметим,

что при выполнении этих условий найдутся числа c0 > 0, A > 0, γ > 0 такие, что

max
QT

|c(x, t)| 6 c0, max
QT

|f(x, t)| 6 γ,

max
[0,T ],i=1,2

|αi(t), α′
i(t), βi(t), β

′
i(t)| 6 A.

Введем еще некоторые обозначения.

B = max
Q̄T

|H(x, t)|, c1 = max{c0, A}, m0 = min{a0, 1}, c = c1/m0.

Теорема. Пусть выполняются условия (i)–(iii) и справедливы следующие соотно-
шения:

G2(x) > G0 > 0, γB
ecT − 1

cG0
< 1.

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)–(4).

2. Доказательство теоремы
Доказательство проведем по следующей схеме: сначало построим последова-

тельность приближенных решений, затем покажем, что последовательность схо-
дится в W 1

2 (QT ). И на заключительном этапе покажем, что ее предел и есть
искомое решение.

Будем искать приближенное решение задачи (1)–(4) из соотношений∫ T

0

∫ l

0

(−unt vt + aunxvx + axu
n
xv + cunv)dxdt+

+

∫ T

0

a(0)v(0, t)[α1(t)u
n(0, t) + β1(t)u

n(l, t)]dt−

−
∫ T

0

a(l)v(l, t)[α2(t)u
n(0, t) + β2(t)u

n(l, t)]dt =

∫ T

0

∫ l

0

hnfvdxdt, (7)

hn = (G(x))−1[

∫ T

0

Hun−1dt− (aE′)′]. (8)

Положим u0(x, t) = 0. Тогда из (8) найдем h1(x) = −(a(x)E′(x))′G(x) и подставим
ее в (7) для n = 1.

Заметим, что полученное для n = 1 равенство (7) представляет собой тожде-
ство, с помощью которого определено обобщенное решение задачи (1)–(3) в случае
известной правой части.

В [11] было доказано существование единственного обобщенного решения
u(x, t) ∈ W 1

2 (QT ) этой задачи. Следовательно, найдено u1(x, t). На следующим
шаге найдем h2(x) и продолжим процесс для n = 2, ...

Заметим, что в силу условий теоремы каждый раз hn(x)f(x, t) ∈ L2(QT ).
В результате этих действий мы получим последовательность приближенных

решений {un(x, t), hn(x)}.
Покажем, что un → u, hn → h при n→ ∞ в W 1

2 (QT ) и L2(0, l) соответственно.
Обозначим:

zn = un − un−1, rn = hn − hn−1.
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Тогда справедливо соотношение:∫ T

0

∫ l

0

(−znt vt + aznxvx + axz
n
xv + cznv)dxdt+

+

∫ T

0

a(0)v(0, t)[α1(t)z
n(0, t) + β1(t)z

n(l, t)]dt− (9)

−
∫ T

0

a(l)v(l, t)[α2(t)z
n(0, t) + β2(t)z

n(l, t)]dt =

∫ T

0

∫ l

0

rnfvdxdt,

rn = G−1[

∫ T

0

Hzm−1dt]. (10)

Равенство (9) можно трактовать как тождество, определяющее обобщенное реше-
ние задачи (1)–(3) для уравнения (1) с правой частью rnf . Как было замечено,
эта задача однозначно разрешима и справедлива оценка [11]:

||zn||2W 1
2 (QT ) 6

ecT − 1

c
||rnf ||L2(0,l) 6 γ

ecT − 1

c
||hn||2L2(0,l)

. (11)

Из (10) с учетом условий теоремы следует неравенство

||rn||2L2(0,T ) 6
B

G0
||zn−1||2L2(QT ) 6

B

G0
||zn−1||2W 1

2 (QT ).

Тогда из (11)

||zn||2W 1
2 (QT ) 6 γB

ecT − 1

cG0
||zn−1||W 1

2 (QT ). (12)

Так как по условию γB ecT−1
cG0

< 1, то в силу признака Даламбера ряд
∑∞
n=1 ||zn||

сходится равномерно.
Для rn получим

||rn||2L2(0,T ) 6
B

G0

ecT − 1

c
||rn−1||2L2(0,l)

.

Таким образом, в силу признака Даламбера ряд
∑∞
n=0 r

n также сходится равно-
мерно.

Заметим, что un, hn являются частичными суммами этих рядов, и, ста-
ло быть, последовательности {un}, {hn} сходятся соответственно в W 1

2 (QT ) и
L2(0, T ) к u, h.

Переходя к пределу в (7)–(8), убеждаемся в существовании обобщенного реше-
ния задачи. Единственность решения следует из полученных оценок и доказанной
в [11] единственности решения прямой задачи.
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INVERSE PROBLEM WITH INTEGRAL IN TIME
OVERDETERMINATION AND NONLOCAL BOUNDARY

CONDITIONS FOR HYPERBOLIC EQUATION

In this article, we consider a question of sovability of an inverse problem for
a linear hyprbolic equation. Properties of the solution of an associated nonlocal
initial-boundary problem with displacement in boundary conditions are used
to develop an existence result for the identification of the unknown source.
Overdetermination is represented as integral with respect to time-variable.
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