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ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ФОРМЫ С ХАРАКТЕРАМИ
УРОВНЯ P2

В статье доказываются структурные теоремы для пространств парабо-
лических форм с характерами уровня p. Пространства разлагаются в пря-
мую сумму трех подпространств, причем первое подпространство является
существенным. Важную роль в исследованиях играют эта-частные. У этих
функций дивизор сосредоточен в параболических вершинах. Также доказа-
на теорема о структуре пространств модулярных форм с характерами. Об-
суждается вопрос о порождающей системе этих пространств и проблема К.
Оно. Размерности пространств вычисляются по формуле Коэна — Остер-
ле, порядки модулярных форм в параболических вершинах — по формуле
Биаджиоли.
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Введение
Изучение структур пространств модулярных форм является интересной и акту-

альной темой. Классические обозначения и факты, используемые в статье, мож-
но найти в монографиях [1–3], также доказываются структурные теоремы для
пространств параболических форм с характерами нечетного простого уровня p.
Эти исследования являются продолжением работ автора [4; 5]. Мы будем исполь-
зовать свойства функций специального вида, которые называются эта-частными.
Их определение и основные свойства содержатся в статьях [6–8]. Размерности про-
странств вычисляются по формуле Коэна — Остерле [9], порядки модулярных
форм в параболических вершинах — по формуле Биаджиоли [10].

Теорема 1 в статье цитируется, теоремы 2–4 являются новыми.

1. Предварительные сведения
В этом пункте мы приведем основные формулы, на которых основаны дока-

зательства.
2.1 Размерности.
Для доказательства нам понадобятся размерности пространств
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Sk(Γ0(p), χ), Sk(Γ0(p)), Mk(Γ0(p), χ), Mk(Γ0(p)). Вычислять будем по формуле
Коэна — Остерле.

Мы используем обозначения:

D1,χ =
∑

x:x2+1≡0(N)

χ(x), D1,χ0 = D1, D2,χ =
∑

x:x2+x+1≡0(N)

χ(x), D2,χ0 = D2.

νk =

 0, k ≡ 1 (mod 2),
−1

4 , k ≡ 2 (mod 4),
1
4 , k ≡ 0 (mod 4)

µk =

 0, k ≡ 1 (mod 3),
−1

3 , k ≡ 2 (mod 3),
1
3 , k ≡ 0 (mod 3)

Теорема 1.
Пусть k — натуральное число,

χ(d) =

(
(−1)

p−1
2 p

d

)
— характер Дирихле. Тогда

dimCSk(Γ0(p), χ) =
(k − 1)(p+ 1)

12
− 1 + νkD1,χ + µkD2,χ;

dimCSk(Γ0(p)) =
(k − 1)(p+ 1)

12
− 1 + νkD1 + µkD2;

dimCMk(Γ0(p), χ) =
(k − 1)(p+ 1)

12
+ 1− ν2−kD1 − µ2−kD2;

dimCMk(Γ0(p)) =
(k − 1)(p+ 1)

12
+ 1− ν2−kD1 − µ2−kD2;

dimCS2(Γ0(p)) =
(p+ 1)

12
− 1

4
D1 −

1

3
D2.

Эта теорема получается из общей формулы Коэна — Остерле при N = p.

2.2. Порядки в параболических вершинах.
Относительно группы Γ0(p) существуют два класса неэквивалентных парабо-

лических вершин: 0 и ∞.

Если

f(z) =
s∏
j=1

ηtj (ajz), aj ∈ N, tj ∈ Z,

то ее порядок в ∞ равен

ord∞(f) =
1

24

s∑
j=1

aj · tj .

Используя формулу Биаджиоли, получим

ord0(f) =
1

24

s∑
j=1

p · tj
aj

.
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2. Рассечение функцией с характером

В этом параграфе мы докажем структурную теорему для случая, когда рас-
секающая функция имеет нетривиальный характер.

Теорема 2.
Пусть k — натуральное нечетное число,

p = 7 + 24m, χ(d) =
(−p
d

)
— характер Дирихле. Тогда

Sk(Γ0(p), χ) = η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z)Mk− p−1

2
(Γ0(p))⊕ < η

p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z) >⊥ ·G(z)⊕

⊕S2(Γ0(p))(η
p(pz)η−1(z) + η−1(pz)ηp(z))H(z).

Функции G(z) и H(z) выписаны в табл. 1.
Таблица 1

k G(z) H(z)

1 + 6l E4 · El−1−2m
6 E2

4 · El−2−2m
6

3 + 6l El−2m
6 E4 · El−1−2m

6

5 + 6l E2
4 · El−1−2m

6 El−2m
6

Пространство < η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z) >⊥ — ортогональное дополнение к функции

η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z) в пространстве S p−1

2
(Γ0(p), χ).

Доказательство.

В этом случае D1 = D1,χ = 0.
Покажем, что в этом случае D2 = D2,χ = 2.
Действительно, пусть a2 + a + 1 ≡ 0(p). Тогда a3 = 1, a ̸= 1. Если χ(a) = −1,

то χ(a3) = −1, но χ(1) = 1. Значит, χ(a) = 1 и D2,χ = 2.
Разберем подробно случай k = 3 + 6l. Два оставшихся случая доказываются

аналогично.
µ = 1

3 , µ2−k = −1
3 .

Введем обозначения:
W = Sk(Γ0(p), χ),

W1 = η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z) ·Mk− p−1

2
(Γ0(p)),

W2 =< η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z) >⊥ ·El−2m

6 ,
W3 = S2(Γ0(p)) · (ηp(pz)η−1(z) + η−1(pz)ηp(z) · E4 · El−1−2m

6 .
1. Докажем сначала, что сумма размерностей пространств справа равна сумме

размерностей пространств слева. Используя формулы из пункта 2, получим
dim W = (k−1)(p+1)

12 − 1
3 ,

dim W1 =
(k− p+1

2 )(p+1)

12 + 5
3 ,

dim W2 =
( p−3

2 )(p+1)

12 − 4
3 ,

dim W3 = p+1
12 − 2

3 .
Вычислим сумму:

dim W1 + dim W2 + dim W3 =
(p+ 1)(k − p+1

2 + p−3
2 + 1)

12
+

5

3
− 4

3
− 2

3
=

=
(p+ 1)(k − 1)

12
− 1

3
= dim W.
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2. Докажем, что W ∼=W1 ⊕W2 ⊕W3.

Пусть f1(z) = η
p−1
2 (pz)η

p−1
2 (z). Тогда ord∞(f1) = ord0(f1) =

p2−1
48 .

Сначала покажем, что пространство Wj имеет попарные нулевые пересечения.
Этот результат имеет самостоятельное значение.

Докажем, что W1 ∩W2 = 0.

Дивизор функцииf1(z) сосредоточен в параболических вершинах.
Пусть f1(z)h1(z) = g(z)El−2m

6 (z). Тогда в любой параболической вершине s
ords(g(z)) > ords(f1(z)), так как El−2m

6 (z) не имеет нулей в параболических вер-
шинах. Тогда g(z)

f1(z)
∈M0(Γ0(p)), то есть g(z) = cf1(z), а это неверно.

Докажем, что W2 ∩W3 = 0.

Обозначим f2 = ηp(pz)η−1(z) + η−1(pz)ηp(z).

Пусть g(z) · El−2m
6 (z) = h(z)f2(z) · E4(z)E

l−1−2m
6 (z),

g(z) · E6(z) = h(z)f2(z) · E4(z).

Так как E6(i) = 0, E4(i) ̸= 0, то h(i) = 0.

Функция h(z) имеет вес 2, получаем (h(z)3

E6(z)
= Const.

Отсюда следует, что E6(z) является параболической формой, а это неверно.
Получено противоречие.

Докажем, что W1 ∩W3 = 0.

Пусть f1(z)h1(z) = h(z)f2(z)E4(z)E
l−1−2m
6 (z).

Так как функция f2(z)E4(z)E
l−1−2m
6 (z) не имеет нулей в параболических вер-

шинах, то в любой параболической вершине ordsh(z) > ordsf1(z). Дивизор f1(z)
сосредоточен в параболических вершинах, но deg(divh(z)) < deg(divf1(z)), так как
уровни у них одинаковы, а вес у функции h(z) меньше. Получено противоречие.

Для корректного завершения доказательства достаточно показать,
что W1 ∩ (W2 ⊕W3) = {0}.
Пусть f(z) ∈ W1, порядки f(z) в параболических вершинах равны и макси-

мальны для функций из этого пространства. Пусть g(z) ∈W2 ⊕W3, тогда g(z) =
= g2(z) + g3(z), g2(z) ∈W2, g3(z) ∈W3.

Существует параболическая вершина s такая, что ordsf(z) > ordsg2(z),

так как функция G(z) не имеет нулей в параболических вершинах.
Так как ordsg(z) = min{ordsg2(z), ordsg3(z)}.
Следовательно, ordsf(z) > ordsg(z).

Значит, равенство этих функций невозможно.
Теорема доказана.
Аналогичные теоремы можно получить для p ≡ 11(24) и p ≡ 23(24).

Для p ≡ 1(4) нельзя выбрать эта-произведение ηl1(pz)ηl2(z) с характером (−pd ),
то есть нечетного веса. Действительно, l1 + l2 = 2 + 4l, l1p + l2 = 24m. Получим
l1(p−1) = 2+4α. Но 4|p−1. Получено противоречие. Однако при p ≡ 1(4) можно
рассматривать пространства четного веса с нетривиальными характерами, что мы
увидим в примере 3 и в параграфе 4.

3. Важные примеры

Мы разберем три примера: в первом обсуждается уровень 3, второй пример
иллюстрирует материал этого параграфа, пример 3 содержит идеи, которые ис-
пользуются в следующем параграфе.
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Пример 1.

Для уровня 3 имеет место точное рассечение

Sk(Γ0(3), (
−3

p
)) = η6(3z)η6(z) ·Mk−6(Γ0(3), (

−3

p
)), k > 6.

Для меньших весов эти пространства нулевые. Особенно интересен случай, ко-
гда вес делится на 3, в этом случае каждая параболическая форма является од-
нородным многочленом от функций η9(3z)η−3(z), η−3(3z)η9(z).

Пример 2.

Пусть p = 7, k — нечетное число.
В этом случае рассекающая функция η3(7z)η3(z) является мультипликативным

эта-произведением, ее порядки в ∞ и 0 равны 1. Характер χ(d) = (−7
d ) = (d7 ).

Имеем точное рассечение

Sk(Γ0(7), χ) = η3(7z)η3(z)Mk−3(Γ0(7)).

Обозначим:
f1(z) = η3(7z)η3(z); f2(z) = η7(7z)η−1(z); f3(z) = η−1(7z)η7(z).
Эти функции образуют базис в M3(Γ0(7), χ(d)). Первая функция является про-

изведением второй и третьей.
По индукции получается, что Sk(Γ0(7), χ(d)) порождается функциями f2(z) и

f3(z), которые являются эта-частными. Это дает пример к проблеме Кена Оно —
проблеме нахождения всех пространств, порожденных эта-частными.

Пример 3.

Пусть p = 5, k — четное число, характер χ(d) = ( 5d ).
Рассекающая функция η4(5z)η4(z) также является мультипликативным эта-

произведением, ее порядки в каждой параболической вершине равны 1.
Имеем точное рассечение

Sk(Γ0(5), χ) = η4(5z)η4(z) ·Mk−4(Γ0(5), χ), k > 6.

Обозначим:
f1(z) = η5(5z)η−1(z);
f2(z) = η−1(5z)η5(z).
Эти функции образуют базис пространства M2(Γ0(5), χ).
Если k ≡ 2(4), k > 6, то любой элемент из Mk(Γ0(5), χ) является однородным

многочленом от f1(z) и f2(z), что дает пример к проблеме Кена Оно.
Базис пространства Mk(Γ0(5)) при k ≡ 0(4) уже не может быть выписан с

помощью эта-частных.

4. Общие теоремы
В этом параграфе мы докажем две общие теоремы. В первой из них рассмат-

риваются пространства четного или нечетного веса в зависимости от вычета про-
стого числа p > 2 по модулю 4 : k ≡ p−1

2 (4), k > p − 1 . Возникающие при
описании структуры этих пространств функции G(z) и H(z) зависят от веса и
уровня, возникает 18 значений, которые приведены в табл. 2.
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Пусть f1(z) = ηp−1(pz)ηp−1(z) , f2(z) = ηp(pz)η−1(z) + ηp(z)η−1(pz) ,

χ(d) = ( (−1)
p−1
2 ·p
d ).

Теорема 3.

Справедливо разложение:

Sk(Γ0(p), χ) = f1(z)Mk−p+1(Γ0(p), χ)⊕ < f1 >
⊥ ·f2(z)G(z)⊕

⊕S2(Γ0(p)) · f2(z) ·H(z).

Пространство < f1 >
⊥ — ортогональное дополнение к функции f1(z) в про-

странстве Sp−1(Γ0(p)). Функции G(z) и H(z) выписаны в табл. 2.
Таблица 2

p χ(p) k G(z) H(z)

p = 5 + 24m ( p
d
) k = 2 + 4l El−1−9m

4 El−2−3m
4 · E6

p = 5 + 24m ( p
d
) k = 4l El−3−9m

4 · E6 El−1−3m
4

p = 13 + 24m ( p
d
) k = 2 + 4l El−4−9m

4 El−3−4m
4 · E6

p = 13 + 24m ( p
d
) k = 4l El−6−9m

4 · E6 El−2−3m
4

p = 17 + 24m ( p
d
) k = 2 + 4l El−7−9m

4 · E6 El−2−3m
4

p = 17 + 24m ( p
d
) k = 4l El−6−9m

4 El−4−3m
4 · E6

p = 7 + 24m (−p
d
) k = 1 + 6l E4 · El−2−6m

6 E2
4 · El−2−2m

6

p = 7 + 24m (−p
d
) k = 3 + 6l El−1−6m

6 E4 · El−1−2m
6

p = 7 + 24m (−p
d
) k = 5 + 6l E2

4 · El−2−6m
6 El−2m

6

p = 11 + 24m (−p
d
) k = 1 + 6l E4 · El−3−6m

6 El−1−2m
6

p = 11 + 24m (−p
d
) k = 3 + 6l El−2−6m

6 E2
4 · El−2−2m

6

p = 11 + 24m (−p
d
) k = 5 + 6l E2

4 · El−3−6m
6 E4 · El−1−2m

6

p = 19 + 24m (−p
d
) k = 1 + 6l E4 · El−5−6m

6 E2
4 · El−3−2m

6

p = 19 + 24m (−p
d
) k = 3 + 6l El−4−6m

6 E4 · El−2−2m
6

p = 19 + 24m (−p
d
) k = 5 + 6l E2

4 · El−5−6m
6 El−1−2m

6

p = 23 + 24m (−p
d
) k = 1 + 6l E4 · El−6−3m

6 El−2−2m
6

p = 23 + 24m (−p
d
) k = 3 + 6l El−5−6m

6 E2
4 · El−3−2m

6

p = 23 + 24m (−p
d
) k = 5 + 6l E2

4 · El−6−6m
6 E4 · El−2−2m

6

Доказательство.

Обозначим:
W = Sk(Γ0(p), χ),
W1 = f1(z)Mk−p+1(Γ0(p), χ),
W2 =< f1 >

⊥ ·f2(z)G(z),
W3 = S2(Γ0(p))f2(z)H(z).
1. Докажем сначала, что сумма размерностей пространств справа равна сумме раз-

мерностей пространств слева. Используем формулы из пункта 2.
Узнаем, к чему сводится равенство dim W1 + dim W2 + dim W3 = dim W.

(k − p)(p+ 1)

12
+ 1− ν1−k+p ·D1,χ − µ1−k+p ·D2,χ +

(p− 2)(p+ 1)

12
− 1+

+νp−1 ·D1 + µp−1 ·D2 − 1 +
p+ 1

12
− 1

4
·D1 −

1

3
·D2 =

=
(k − 1)(p+ 1)

12
+ νk ·D1,χ + µk ·D2,χ.

Это эквивалентно равенству

(∗)(νk + ν1−k+p)D1,χ + (µk + µ1−k+p)D2,χ + (
1

4
− νp−1)D1 + (

1

3
− µp−1)D2 = 0.
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При p ≡ 11(24), p ≡ 23(24) значения D1 = D1,χ = D2 = D2,χ = 0.

При p ≡ 5(24), p ≡ 17(24) значения D2 = D2,χ = 0.

В соотношении (*) осталось проверить два равенства 1
4
− νp−1 = 0, ν2−k = −νk.

Эти равенства верны при данных p и любых k.

При p ≡ 7(24), p ≡ 19(24) значения D1 = D1,χ = 0.

В соотношении (*) осталось проверить два равенства 1
4
− νp−1 = 0, µ2−k = −µk.

Эти равенства верны при данных p и любых k.

При p ≡ 13(24) надо вычислить все выражение (*) без сокращений, но значения во
всех четырех скобках равны 0.

2. Докажем, что W ∼=W1 ⊕W2 ⊕W3. .
Заметим, что ord∞(f1) = ord0(f1) =

p2−1
24

.

Доказательство в каждом из 18 возможных случаев непринципально отличается в
деталях. Мы разберем случай 1, остальные случаи разбираются аналогично.

Докажем, что W1 ∩W2 = 0.

Дивизор функцииf1(z) сосредоточен в параболических вершинах.
Пусть f1(z)h1(z) = g(z)El−1−9m

4 (z). Тогда в любой параболической вершине
ords(g(z)) > ords(f1(z)), так как El−1−9m

4 не имеет нулей в параболических вершинах.
Тогда g(z)

f1(z)
∈M0(Γ0(p)), то есть g(z) = cf1(z), а это неверно.

Докажем, что W2 ∩W3 = 0.

Пусть g(z) · f2(z) · El−1−9m
4 (z) = h(z) · El−2−3m

4 (z) · E6.

Это эквивалентно выражению
g(z)E4(z) = h(z)E4m+1

6 .

Так как E4(ω) = 0, E6(ω) ̸= 0, то h(ω) = 0.

Функция h(z) имеет вес 2, (h(z)2

E4(z)
= Const.

Отсюда следует, что E4(z) является параболической формой, а это неверно. Полу-
чено противоречие.

Докажем, что W1 ∩W3 = 0.

Пусть f1(z)h1(z) = h(z)f2(z) · E2
4 · El−2−2m

6 .
Так как функция f2(z)E

2
4 ·El−2−2m

6 не имеет нулей в параболических вершинах, то
в любой параболической вершине ordsh(z) > ordsf1(z). Дивизор f1(z) сосредоточен в
параболических вершинах, но deg(divh(z)) < deg(divf1(z)). Получено противоречие.

Свойство W1 ∩ (W2 ⊕W3) = {0} доказывается так же, как и в пункте 3.
Теорема доказана.
В заключение докажем теорему о связи пространств модулярных и параболических

форм одного уровня с одинаковыми характерами.
Теорема 4.

Пусть k > p+ 3, χ(d) = ( (−1)
p−1
2 ·p

d
)

Тогда

Mk(Γ0(p), χ) = Sk(Γ0(p), χ)⊕ <
η(pz)p

η(z)
El

4(z)E
m
6 (z) > ⊕ <

η(z)p

η(pz)
El

4(z)E
m
6 (z) >,

k = p− 1 + l +m.

Доказательство.
Из формулы размерности получаем dimMk(Γ0(p), χ) = dimSk(Γ0(p), χ) + 2.

Обозначим:
g1 = η(pz)p

η(z)
El

4(z)E
m
6 (z),

g2 = η(z)p

η(pz)
El

4(z)E
m
6 (z).

Из условий ord0(g1(z)) = 0, ord0(g2(z)) ̸= 0, ord∞(g2(z)) ̸= 0, ord∞(g2(z)) = 0 следует,
что эти функции линейно независимы, и их нетривиальная линейная комбинация не
лежит в Sk(Γ0(p), χ).
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CUSP FORMS WITH CHARACTERS OF THE LEVEL P4

In the article we prove structure theorems for spaces of cusp forms with
characters of a level p. The spaces are decomposed in the direct sum of three
subspaces. The first subspace is essencial. The eta-quotions play an important
role in the investigations. The divisor of the functions is concentrated in cusps.
The theorem about the structure of spaces of modular forms with characters is
proved. We discuss the question about generators of these spaces and K.Ono’s
problem. Dimensions of spaces are calculated by the Cohen — Oesterle formula,
the orders in cusps are calculated by the Biagioli formula.

Key words: modular forms, cusp forms, Dedekind eta-function, cusps,
Eisenstein series, divisor of function, structure theorems, Cohen — Oesterle
formula
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