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НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ
ДЛЯ НЕРАВНОМЕРНО ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

АННОТАЦИЯ
В данной статье рассмотрен класс эллиптических уравнений второго порядка дивергентной

структуры с неравномерным степенным вырождением. Подход, используемый в настоящей статье,
основан на том, что скорости вырождения собственных чисел матрицы ||aij(x)|| (функции λi(x))
являются не функциями необычной нормы |x|, а некоторого анизотропного расстояния |x|a− .
Предполагается, что задача Дирихле для таких уравнений разрешима в классическом смысле при любой
непрерывной граничной функции в любой нормальной области Ω.

Для слабых решений получены оценки вблизи граничной точки решений задачи Дирихле, функции
Грина для неравномерно вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка.

Ключевые слова. равномерная эллиптичность; неравномерное вырождение; фундаментальное
решение.
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1. Предварительные сведения
Пусть в n-мерном евклидовом пространстве En точек x = (x1, x2, ..., xn), n > 2 расположена

ограниченная область Ω с границей ∂Ω, причем 0 ∈ ∂Ω.
Рассмотрим в Ω эллиптическое уравнение

Lu =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= 0 (1.1)
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в предположении, что коэффициенты aij(x) являются измеримыми функциями в Ω, aij(x) = aji(x), i, j =
= 1, 2, ..., n и, кроме того, для ξ ∈ En, x ∈ Ω

µ
n∑
i=1

λi(x)ξ
2
i 6

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj 6 µ−1
n∑
i=1

λi(x)ξ
2
i , (1.2)

здесь µ ∈ (0, 1] — некоторая константа и

λi(x) = (|x|a−)
αi , |x|α− =

n∑
i=1

|xi|
2

2+αi , αi > 0, i = 1, 2, ..., n. (1.3)

Отметим, что для равномерно эллиптических уравнений 2-го порядка дивергентной структуры
доказательство оценки убывающего решения можно найти в [1; 2]. Настоящая статья тесно связано
по тематике с работами [3–12].

Для равномерно эллиптических уравнений соответствующие результаты получены в работе [13]. Что
касается неравномерно вырождающихся эллиптических уравнений 2-го порядка, то отметим в этой связи
работу [14].

Функция u(x) ∈ W
◦ 1

2,Λ(Ω) называется слабым решением уравнения (1.1), если при всякой ψ(x) ∈

∈W
◦ 1

2,Λ(Ω) выполнено интегральное тождество∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xj

∂ψ

∂xi
dx = 0.

Введем некоторые обозначения:
Sr = {x : |x| 6 r} , Cr = Sr ∩ Ω,

Пусть Γ(x) — фундаментальное решение оператора L в Rn с особенностью в точке 0, ρ(x) = [Γ(x)]
1

2−n ,
Tr = {x : ρ(x) 6 r}. Как показано в [10; 11], существует такая зависящая только от µ и n постоянная α,
что в Rn

2α |x| 6 ρ(x) 6 (2α)−1 |x| , (1.4)
что эквивалентно включению Sr(2α) ⊂ Tr ⊂ Sr

(
1
2α

)
.

Положим
1√
n
(2α)

1+α+

2 = 2λ1.

Введем еще обозначения: Kr1,r2 = Sr1\Sr2 , Qr1,r2 = Tr1\Tr2 , α+ = max {α1, α2, ..., αn} ,

Mr(u) = r−n
∫

Kα−1r,ar

u2dx,

cap(E) — гармоническая емкость множества E, γ(r) = r2−ncap(Cr) — относительная емкость Ω в
шаре Sr.

2. Основные вспомогательные леммы
В этом пункте через u обозначим функцию из пространства W 1

2 (Sδ) (δ = const > 0),
удовлетворяющую в Ω ∩ Sδ уравнению Lu = 0 и равную нулю на Cδ.

Лемма 1. Пусть

J(r) ≡ 1

2− n

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdSx, (2.1)

где r < δ и {nj}− проекции единичной внешней нормали к ∂Tr на координатные оси. Тогда

2r1−n
∫
Tr

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = J ′(r). (2.2)

Доказательство. Положим t = r2−n. Тогда

Lu2 =
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u2

∂xj

)
= 2

n∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)u

∂u
∂xj

)
=

= 2
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
u+ 2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u
∂xi

∂u
∂xj

= 2
n∑

i,j=1

aij(x)
∂u
∂xi

∂u
∂xj

.
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С другой стороны, ∫
Ω

(Γ− t)+L(u
2)dx = 2

∫
Ω

(Γ− t)+

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx,∫

Ω

(Γ− t)+L(u
2)dx =

∫
Tr

(Γ− t)+L(u
2)dx.

Пусть

I =

∫
Tr

(Γ− t)L(u2)dx =

∫
Tr

(Γ− t)
n∑
i=1

∂

∂xi

 n∑
j=1

aij
∂u2

∂xj

 dx.

Обозначим

wi =
n∑
j=1

aij
∂u2

∂xj
, i = 1, 2, ..., n.

Тогда

I =

n∑
i=1

∫
Tr

(Γ− t)
∂

∂xi
widx =

n∑
i=1

∫
Tr

[
(Γ− t)

∂wi
∂xi

+
∂Γ

∂xi
wi

]
dx−

−
n∑
i=1

∫
Tr

∂

∂xi
((Γ− t)wi)dx.

Обозначим через w = ((Γ− t)w1, (Γ− t)w2, ..., (Γ− t)wn). Тогда i1 =
∫
Tr
divŵdx =

∫
∂Tr

(ŵ, n̂)ds =

= 0, ŵ/∂Tr = 0 (т. к. Γ− t = 0 на ∂Tr).
Тогда

I = −
n∑
i=1

∫
Tr

∂

∂xi
widx = −

n∑
i,j=1

∫
Tr

aij
∂Γ

∂xi

∂u2

∂xj
dx =

= −
n∑
j=1

∫
Tr

n∑
i=1

aij
∂Γ

∂xi

∂u2

∂xj
dx.

Обозначим zj =
∑n
i=1 aij

∂Γ
∂xi

, j = 1, 2, ...., n.
Тогда

I = −
n∑
j=1

∫
Tr
zj
∂u2

∂xj
dx = −

n∑
j=1

∫
Tr

(
∂zj
∂xj

u2 + zj
∂u2

∂xj

)
dx+

+
n∑
j=1

∫
Tr

∂zj
∂xj

u2dx = j1 + j2

.

Пусть ẑ =
(
u2z1, u

2z2, ..., u
2zn
)
. Тогда

j1 = −
n∑
j=1

∫
Tr

∂

∂xj

(
u2zj

)
dx = −

∫
Tr

divẑdx = −
∫
∂Tr

(ẑ, n̂) ds =

= −
n∑
j=1

∫
∂Tr

u2zjnjds =−
n∑
j=1

∫
∂Tr

u2
n∑
i=1

aij
∂Γ

∂xj
njds =−

n∑
i,j=1

∫
∂Tr

u2aij
∂Γ

∂xi
njds, (2.3)

j2 =

n∑
j=1

∫
Tr

∂zj
∂xj

u2dx =

n∑
j=1

∫
Tr

u2
∂

∂xj

(
aij

∂Γ

∂xi

)
dx =

=

∫
Tr

u2
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂Γ

∂xi

)
dx =

∫
Tr

u2LΓdx, (2.4)

где Γ(x) — фундаментальное решение, т. е.

LΓ(x) = −δ(x).

Другими словами, ∫
Tr

φ(x)LΓ(x)dx = −φ(0),

j2 = −u2(0) на 0 ∈ ∂Ω, поэтому j2 = 0 и из (2.4) заключаем

I = −
n∑

i,j=1

∫
∂Tr

u2aij
∂Γ

∂xi
njds,
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2

2− n

∫
Tr

(Γ− t)
n∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = − 1

2− n

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds,

2

2− n

∫
Tr

(Γ− t)
n∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = J(r),

J ′(r) =
2

n− 2

∂

∂r

∫ r

0

dy

∫
∂Ty

(
Γ− r2−n

) n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dsy =

= 2r1−n
∫
Tr

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx.

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. При λ1r < δ справедливо неравенство

J(r) 6 CMr(u). (2.5)

Доказательство. Заметим, что на ∂Tr
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
nj = −

n∑
i,j=1

aijninj |∇Γ| 6 0,

∫
Tr

LΓdx =

∫
∂Tr

∂Γ

∂ν
ds (

∂

∂ν
— производная по конормали). (2.6)

Знаем, что LΓ(x) = −δ(x).

По определению ∂Γ
∂ν =

n∑
i,j=1

aij
∂Γ
∂xi

nj ,∫
Tr

LΓdx = −
∫
Tr

δ(x)dx = −1.

∫
Tr

LΓdx =

∫
∂Tr

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds = −1.

Тогда

J(r) = − 1

n− 2

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds.

Из принципа максимума следует

− 1

n− 2

∫
Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdS 6 − 1

n− 2
max
∂Tr

u2
∫
∂Tr

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdS =

=
1

n− 2
max
Tr

u2 6 1

n− 2
max

Sr(2λ1)−1
u2 =

1

n− 2
max

∂Sr(2λ1)−1
u2 6

6 1

n− 2
max

∂Sr(2λ1)−1∪∂Sr(2λ1)
u2 =

1

n− 2
max

Kr

(
1

2λ1
2λ1

)u2 6 C

n− 2
Mr(u).

В результате получим
max

Kr

(
1

2λ1
,2λ1

)u2 6 CMr(u). (2.7)

Неравенство (2.5) доказано.
Лемма 3. При r < R < δ справедливо неравенство

J(r) 6 CJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (2.8)

Доказательство. В силу леммы 1, учитывая (1.4)

J ′(r) > 2µr1−n
∫
Tr

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx > Cr1−n
∫
sr(λ1)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx. (2.9)
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Из леммы 2 и оценки (2.8) имеем

J ′(r) > Cr1−n
C1capλ(Cr(λ

3
1))

rn
n∏
i=1

rαi/2

∫
Kr(λ1λ3

1)

u2dx > C
J(α2r)

r
γ(α3r).

С другой стороны,
J ′(r)

J(α2r)
> C

γ(α3r)

r
.

Интегрируя от r до R, получаем

ln
J(R)

J(r)
> C

∫ R

r

γ(ρ)

ρ
dρ.

Отсюда, используя оценку γ(ρ) 6 1 и монотонность J(r), получаем неравенство (2.7). Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть R < δ и r 6 α2R, где α — постоянная из (1.4). Тогда справедливо неравенство∫

Sr(α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx 6 CJ(R)rn−2exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (2.10)

Доказательство. В силу леммы 1 и (1.4)

J ′(r) > Cr1−n
∫
Sr(a)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx.

Интегрируя от αr до r∫ r

ar

J ′(ρ)dρ > C

∫ r

αr

ρ1−n
∫
Sρ(α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dxdρ >

> Cr2−n
∫
Sr(α2)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx,

получим

J(r) > Cr2−n
∫
Sr(a)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx.

Теперь (2.10) следует из неравенства (2.8).

3. Оценки убывающего решения

Основной целью этого параграфа является доказательство следующего утверждения.
Теорема 1. Пусть функция u(x) ∈W 1

2,Λ(Sδ(k)) удовлетворяет уравнению Lu = 0 в Ω∩Sδ(k) и равна
нулю на Cδ(k). Тогда R < αδ, r < α5R и справедлива оценка

max
S′′
r (α)

|u| 6 CM
1/2
R (u) exp

−C
R∫
r

γ(τ)
dτ

τ

 . (3.1)

Доказательство. Применяя формулу А.С. Кронрода [11; 12], получим∫
Ω

F (x) |∇u| dx =

∫ +∞

−∞
dt

∫
u=t

F (x)dSx,

где F (x) — измеримая по Борелю функция, а функция u(x) удовлетворяет условию Липщица, получаем

A =

∫
Qr( 1

α2 ,α
2)
u2

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
dx =

∫ ∞

−∞
dt

∫
Γ(x)=t

u2 |∇Γ|
n∑

i,j=1

aij

∂Γ
∂xi

∂Γ
∂xj

|∇Γ| |∇Γ|
dSx =

= (2− n)

∫ a−2r

a2r

τ1−ndτ

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdSx,

A ≡
∫ a−2r

a2r

J(τ)τ1−ndτ.
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Применяя лемму 3, приходим к неравенству

A 6 CJ(R)r2−nexp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
.

В силу леммы 4 та же оценка верна для интеграла

B ≡
∫
Qr( 1

α2 ,α
2)

[
Γ−

(
α−2r

)2−n]2 n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx.

Поэтому, полагая v = u
[
Γ−

(
α−2r

)2−n]
+

и

N ≡
∫
CTa2

n∑
i,j=1

aij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx,

2uΓ+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂Γ

∂xj
6 2

√√√√Γ2
+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj

√√√√u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
6

6 Γ2
+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
+ u2

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
,

получим

N ≡
∫
CTα2

n∑
i,j=1

aij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx 6 2 (A+B) 6 Cr2−nJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (3.2)

С другой стороны, так как v = 0 вне Sr
(

1
α3

)
, то

N > C

∫
Kr( 1

α3 ,α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂v

∂xi

)2

dx > Cr−2

∫
Kr( 1

α3 ,α)
v2dx > Cr2−nMr(u). (3.3)

В силу принципа максимума и неравенства (2.6) из (3.1) и (3.2) следует

max
Sr(a)

u2 6 max
∂Tr

u2 6 CMr(u) 6 CJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (3.4)

Заметим наконец, что в силу леммы 2 справедливо неравенство J(R) 6 CMR(u), которое вместе с (3.3)
и доказывает теорему.
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ABSTRACT
We consider a class of second order elliptic equations in divergence form with non-uniform exponential

degeneracy. The method used is based on the fact that the degeneracy rates of the eigenvalues of the matrix
||aij(x)|| (function λi(x)) are not the functions of unusual norm |x|, but of some anisotropic distance |x|a− .
We assume that the Dirichlet problem for such equations is solvable in the classical sense for every continuous
boundary function in any normal domain Ω.

Estimates for the weak solutions of Dirichlet problem near the boundary point are obtained, and Green’s
functions for second order non-uniformly degenerate elliptic equations are constructed.
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