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К ВОПРОСУ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО И ЧИСЛЕННОГО
ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО

РЯДА М. УИЛЬЯМСА

АННОТАЦИЯ
В статье определяются поля напряжений вблизи кончиков математических разрезов в изотропной

линейно-упругой пластине с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами, лежащими на одной
прямой, разной длины с помощью двух подходов – экспериментального, основывающегося на методе
цифровой фотомеханики, и численного, опирающегося на вычислениях методом конечных элементов.
Для представления поля напряжений у кончика разреза применяется многочленный ряд Уильямса —
каноническое представление поля у вершины математического разреза двумерной задачи теории
упругости для изотропных сред. Главная идея исследования заключается в учете регулярных (неособых)
слагаемых ряда и анализе их воздействия на целостное описание поля напряжений в непосредственной
близости вершины разреза. В работе были сохранены и определены первые пятнадцать коэффициентов
ряда Макса Уильямса в соответствии с экспериментальными картинами изохроматических полос и
конечно-элементным моделированием. Для извлечения коэффициентов ряда М. Уильямса использовался
переопределенный метод, предназначенный для решения систем алгебраических уравнений, число
которых существенно больше неизвестных – амплитудных множителей. Продемонстрировано влияние
неособых слагаемых ряда Уильямса при обработке экспериментальной картины интерференционных
полос. Установлено, что сохранение слагаемых высокого порядка малости позволяет расширить
область, примыкающую к кончику трещины, из которой можно выбирать экспериментальные точки.
Конечно-элементное исследование проведено в системе инженерного анализа SIMULIA Abaqus, в которой
воспроизведены экспериментальные образцы, испытанные в натурном эксперименте. Показано, что
результаты, полученные двумя методами, хорошо согласуются друг с другом.

Ключевые слова: метод цифровой фотоупругости; изохроматические полосы; метод конечных
элементов; многопараметрическое асимптотическое разложение Уильямса у кончика трещины;
переопределенный метод.
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ственных изображений изохроматических полос еще более важными и актуальными становятся задачи
извлечения информации из экспериментальных изображений.

В механике хрупкого разрушения одним из направлений современных исследований является опре-
деление поля напряжений у вершины трещины, поскольку компоненты напряжений входят в критерии
хрупкого разрушения, определяющие прочность, живучесть и целостность конструкций. Для воссозда-
ния составляющих напряжений в теории и на практике особенно часто используется асимптотическое
представление поля напряжений Макса Уильямса [12–17]:

σij(r, ϑ) =

2∑
m=1

+∞∑
l=−∞

aml r
l
2−1σ̃

(l)
m,ij(ϑ), (1.1)

где r, θ – полярные координаты с полюсом в исследуемой вершине трещины (рис. 1.1).
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Рис. 1.1. Схематичное изображение исследуемого образца с двумя коллинеарными трещинами,
лежащими на одной прямой

Fig. 1.1. Scheme of the studied specimen with two collinear cracks lying on one straight line

В вышеприведенном асимптотическом представлении Уильямса (1.1) необходимо определять неиз-
вестные коэффициенты поля напряжений у вершины трещины. Даже нахождение первого коэффициен-
та ряда – масштабного множителя многопараметрического асимптотического разложения М. Уильямса
a11 = KI/

√
2π — коэффициента интенсивности напряжений (КИН) является предметом широких исследо-

ваний [12–13]. Многими авторами отмечается, что одной из важных задач при определении КИН посред-
ством фотоупругости является установление подходящей области перед вершиной трещины для сбора
данных. В [12] метод цифровой фотоупругости использовался для нахождения коэффициента интенсив-
ности напряжений для упругого образца с жестким включением. Эксперименты проводятся с двумя
конфигурациями образцов. В одном из образцов жесткое включение ориентировано вертикально, по на-
правлению нагрузки, а в другом – под заданным углом, наклонно. Переопределенный метод (метод наи-
меньших квадратов) использовался для решения уравнений относительно амплитудных (масштабных)
коэффициентов разложения М. Уильямса. В исследовании [13] было выведено несколько зависимостей
для коэффициента интенсивности напряжений. Данные зависимости были получены в результате экс-
перимента, где наблюдалось распространение гидравлической трещины через ортогональный разрыв в
слоистых образованиях с использованием фотоупругих, прозрачных, деформируемых и вязкоупругих
характеристик желатина.

Долгое время в критерий разрушения входил только коэффициент интенсивности напряжений, но
в последние двадцать лет было определено, что его недостаточно на сравнительно больших расстояни-
ях от вершины трещины (при расширении окрестности кончика трещины) [14–23]. В статье [14] метод
фотоупругости использовался для оценки коэффициентов разложения М. Уильямса вблизи вершин вы-
резов и надрезов. Было изучено влияние размеров и углов раствора выреза на напряженое состояние
элементов. В работе [17] были найдены коэффициенты разложения Уильямса методом фотоупругости
и методом конечных элементов. Было показано, что полученные значения хорошо согласуются друг
с другом и соотвествуют значениям, полученным с помощью аналитических методов. В [17] была ис-
следована пластина с одной центральной горизонтальной трещиной. Для обработки изображений изо-
хроматических полос, полученных в ходе эксперимента, было разработано приложение на языке Java,
которое позволяет определить наиболее темные точки на изохромах и реализовать переопределенный
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метод для вычисления коэффициента интенсивности напряжений, Т-напряжения и коэффициентов бо-
лее высокого порядка методом фотоупругости. Удержание высших приближений позволяет дать более
аккуратную и строгую оценку полей напряжений, деформаций и смещений вблизи вершины трещины
и сделать обширнее область применимости разложения в ряд М. Уильямса.

Наряду с методом фотоупругости для получения коэффициентов разложения М. Уильямса в работе
[17] использован метод конечных элементов (МКЭ), который получил особое развитие и распространение
среди методов численного анализа в настоящее время [18–23]. В [22] МКЭ применяется для определе-
ния коэффициентов асимптотического поля у вершины трещины в анизотропном теле. В данной работе
дано точное решение задачи о нахождении параметров механики разрушения у вершины трещины для
бесконечной пластины с центральной трещиной. В [23] предлагается алгоритм определения коэффици-
ентов мультипараметрического асимптотического степенного ряда Уильямса в полудисках с надрезом.
Исследовались образцы с разными углами надреза для моделирования смешанного нагружения. Алго-
ритм решения основан на технике метода конечных элементов и переопределенном методе, который
также использовался для оценки масштабных множителей, полученных из фотоупругого эксперимен-
та. В [24] МКЭ используется для нахождения коэффициента интенсивности напряжений и Т-напряже-
ния. В [24] предлагается переопределенный метод для образцов с трещинами, находящихся в разных
режимах нагрузки (нормальный отрыв, поперечный сдвиг или смешанное нагружение). Тело с трещи-
ной подвергается воздействию статической или динамической нагрузки. В развитом методе координаты
узлов и значения напряжений в узлах вокруг вершины трещины, полученные с помощью метода конеч-
ных элементов (FEM) или расширенного метода конечных элементов (XFEM), вводятся в асимптоти-
ческое разложение Уильямса. Затем составляется переопределенная система уравнений, и оптимальное
решение достигается путем решения этих уравнений с использованием метода наименьших квадратов.
Для проверки точности данного метода исследуются различные конфигурации тел с трещинами (плос-
кие образцы с двумя боковыми надрезами). Полученные коэффициенты интенсивности напряжений и
Т-напряжения зависят от количества и расположения узлов, выбранных вокруг вершины трещины, и
сетки вокруг вершины трещины. Результаты показывают, что предложенный метод достаточно прост
и удобен для получения первых двух коэффициентов ряда Уильямса при статическом или динами-
ческом нагружении. Удовлетворительные результаты достигаются в том случае, когда координаты и
компоненты напряжения узлов вокруг вершины трещины выбраны достаточно точно. Предложенный
метод также может быть использован для расчета коэффициентов разложения Уильямса более высоко-
го порядка. Несомненно, высшие приближения ряда Уильямса значительно влияют на содержательное
описание полей у кончика дефекта.

В настоящей статье коэффициенты разложения М. Уильямса определялись методом фотоупругости
и методом конечных элементов. В качестве объекта исследования была выбрана пластина с двумя го-
ризонтальными коллинеарными трещинами, лежащими на одной прямой, разной длины. Используемая
техника вычисления амплитудных множителей решения, представляемого в рядах, базируется на подхо-
де, описанном в [8] и [16], где дано описание разработанного приложения для автоматического извлече-
ния экспериментальных точек из изображений, получаемых методом цифровой фотоупругости. Однако
акцент в настоящей работе делается на сравнении теоретического, экспериментального и численного
решения для тонкой пластины с двумя разрезами. Показано, что сочетание техники фотоупругости и
конечно-элементного подхода позволяет реконструировать ряд Уильямса, дающий аналитическое описа-
ние полей напряжений вблизи кончика трещины. Особый фокус внимания сосредоточен на определении
коэффициентов мультипараметрического ряда Уильямса и на эффекте влияния неособых членов ряда
на целостное и содержательное описание полей у кончика разреза. На основе экспериментальных ре-
зультатов с использованием программного обеспечения, осуществляющего метод конечных элементов,
приводятся две численные модели. Численные результаты для поля напряжений хорошо согласуются с
фотоупругим экспериментом, который подтверждает проведенный численный анализ.

2. Многопараметрическое асимптотическое разложение Уильямса
вблизи вершины трещины

Все многообразие задач о трещинах отображается в коэффициентах aml , определение которых со-
ставляет важную научную проблему. В настоящей работе определены коэффициенты полного асимпто-
тического разложения М. Уильямса методом фотоупругости и МКЭ. В линейной механике разрушения
широко известны канонические классические формальные асимптотические разложения составляющих
тензора напряжений, ассоциированные с близлежащей окрестностью вершины трещины (r → 0) в изо-
тропной линейно-упругой среде [25]. Введем полярную систему координат с полюсом в вершине трещи-
ны. В полярных координатах решение многопараметрического асимптотического разложения Уильямса



92
Петрова Д.М., Миронов А.В., Буханько А.А., Жаббаров Р.М. К вопросу экспериментального и численного...
Petrova D.M., Mironov A.V., Buchanko A.A., Zhabbarov R.M. To the scrutiny of experiential and computational...

имеет вид [25]:

σij(r, ϑ) =
2∑

m=1

+∞∑
l=1

aml r
l/2−1σ̃

(l)
m,ij(ϑ), (2.1)

где индекс m связан с комбинированным типом деформирования, индекс m равен значению 1 для иде-
ального нормального отрыва и значению 2 для совершенного поперечного сдвига; факторы aml связаны
с геометрической конфигурацией и нагрузками; σ̃(k)

m,ij(ϑ) – угловые функции, зависящие от решения кра-
евой задачи для тела с трещинами и вида нагружения. Коэффициенты ряда Уильямса a11 и a21 получи-
ли название коэффициентов интенсивности напряжений, второе слагаемое ряда a21σ̃

(2)
1,11 носит название

Т-напряжений и определяется соотношениями

a11 = KI/
√
2π, a21 = −KII/

√
2π, T = a12σ̃

(2)
1,11. (2.2)

Известны аналитические выражения для собственных функций, зависящих от полярного угла ϑ [26]:
для совершенного нормального отрыва

σ̃
(l)
1,11(ϑ) = l

[(
2 + l/2 + (−1)l

)
cos (l/2− 1)ϑ− (l/2− 1) cos (l/2− 3)ϑ

]
/2,

σ̃
(l)
1,22(ϑ) = l

[(
2− l/2− (−1)l

)
cos (l/2− 1)ϑ+ (l/2− 1) cos (l/2− 3)ϑ

]
/2,

σ̃
(l)
1,12(ϑ) = l

[
−
(
2 + l/2 + (−1)l

)
sin (l/2− 1)ϑ− (l/2− 1) sin (l/2− 3)ϑ

]
/2;

(2.3)

для совершенного поперечного сдвига

σ̃
(l)
2,11(ϑ) = −l

[(
2 + l/2− (−1)l

)
sin (l/2− 1)ϑ− (l/2− 1) sin (l/2− 3)ϑ

]
/2,

σ̃
(l)
2,22(ϑ) = −l

[(
2− l/2 + (−1)l

)
sin (l/2− 1)ϑ+ (l/2− 1) sin (l/2− 3)ϑ

]
/2,

σ̃
(l)
2,12(ϑ) = l

[
−
(
l/2− (−1)l

)
cos (l/2− 1)ϑ+ (l/2− 1) cos (l/2− 3)ϑ

]
/2.

(2.4)

В вышеупомянутых формулах l – порядковый номер слагаемого ряда Уильямса (1.1).

3. Определение коэффициентов ряда Уильямса методом
фотоупругости

Полученное в эксперименте на полярископе изображение изохром связано с напряженным состояни-
ем [27]:

n1 − n0 = C1σ1 + C2(σ2 + σ3), (3.1)

n2 − n0 = C1σ2 + C2(σ3 + σ1), (3.2)

n3 − n0 = C1σ3 + C2(σ1 + σ3), (3.3)

где C1 и C2 – оптические коэффициенты напряжений; n1, n2 и n3 — главные показатели преломления;
n0 — первоначальный показатель преломления в ненапряженном изотропном теле.

Из равенств (3.1) – (3.3) следует, что:

n1 − n2 = (C1 − C2)(σ1 − σ2). (3.4)

Поскольку справедливо равенство

n = (n1 − n2)
t

λ
= (C1 − C2) (σ1 − σ2)

t

λ
, (3.5)

где t – длина оптического пути, в некоторых случаях равная толщине образца. Качественная зависи-
мость между разностью главных напряжений и порядком изохроматических полос, установленная эм-
пирически, предписывается общеизвестным законом Вертгейма:

σ1 − σ2 =
Nfs
t
, (3.6)

где приняты классические обозначения N — порядок интерференционной полосы, t — толщина модели,
а σ1, σ2 – главные напряжения в модели. Величина fs носит название цены полосы материала.
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Для плоской задачи главные напряжения равны:

σ1, σ2 =
σ11 + σ22

2
±
√

(σ11 − σ22)2
4

+ σ2
12, (3.7)

где σ11, σ12 и σ22 — компоненты тензора напряжений.
Подставив выражения для главных напряжений (3.7) в закон Вертгейма, с использованием распре-

деления Уильямса, в общем случае образуется переопределенная система нелинейных алгебраических
уравнений относительно искомых амплитудных факторов (множителей) a11, a

1
2, . . . , a

1
M , где число урав-

нений, определяемое количеством взятых экспериментальных точек, в значительной степени больше,
чем число факторов, подлежащих определению. Для нахождения приближенного решения этой систе-
мы уравнений использовался переопределенный метод, описанноый в [28].

В соответствии с концепцией переопределенного метода вводится функция gk, которая для k-й точки
определяется следующим образом:

gk =
(σ11 − σ22)2k

2
+ (σ12)

2
k −

(
Nkfs
h

)2

k

. (3.8)

Далее функция gk раскладывается в ряд Тейлора, в котором сохраняется только линейное относи-
тельно ∆a1k слагаемое:

(gk)i+1 =
∂gk
∂a11

(△a11)i +
∂gk
∂a12

(△a12)i + ...+
∂gk
∂a1M

(△a1M )i, (3.9)

где i — номер текущей итерации, △(a1j )i – разности между амплитудными (масштабными) множителями:

(△a1j )i = (a1j )i+1 − (a1j )i. (3.10)

Здесь учитываются M коэффициентов многопараметрического асимптотического ряда М. Уильямса.
Итерации проводятся до выполнения условия (gk)i+1 = 0 с наперед заданной точностью (в настоящей
работе принимается, что это требование выполняется с точностью 10−6).

Таким образом, линеаризация системы уравнений, следующей из закона Вертгейма, приводит к си-
стеме линейных уравнений:

−(gk)i +
∂gk
∂a11

(△a11)i +
∂gk
∂a12

(△a12)i + . . .+
∂gk
∂a1M

(△a1M )i = 0. (3.11)

Решаением системы уравнений (3.11) являются необходимые масштабные множители. Частные про-
изводные, фигурирующие в системе, определяются из следующего уравнения:

∂gk
∂a1m

=
1

2
(σ11 − σ22)k

(
∂σ11
∂a1m

− ∂σ22
∂a1m

)
k

+ 2

(
σ12

∂σ12
∂a1m

)
k

. (3.12)

Вычисления завершаются, когда каждый элемент матрицы поправок (△a1j )i будет равен 0 с наперед
заданной точностью.

При проведении вычислений был произведен тщательный анализ большой последовательности экс-
периментов на тарировочных дисках, с помощью которых определялась цена полосы материала, и на
образцах прямоугольной формы с двумя горизонтальными трещинами, лежащими на одной прямой,
путем техники метода цифровой фотоупругости, реализованной на проекционно-поляризационной уста-
новке ППУ-7 (рис. 3.1).

В процессе выполнения эксперимента образцы с двумя трещинами испытывались при разных ампли-
тудах нагружения. На рис. 3.2–3.4 изображены полученные картины изохроматических полос.

Для проведения эксперимента на фотоупругость были выбраны 100 точек на изохроматической по-
лосе четвертого порядка и 70 точек на изохроматической полосе пятого порядка при амплитуде нагру-
жений 175 кг. На основании координат этих точек и номера изохроматических полос, которым принад-
лежат данные точки, были получены первые пятнадцать коэффициентов многопараметрического асимп-
тотического разложения Уильямса для образца с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами
разной длины (табл. 3.1–3.4).

4. Численный эксперимент

Численный эксперимент основан на конечно-элементном расчете напряженно-деформированного со-
стояния и поля смещений в образце с трещиной с использованием переопределенного метода. Для нахож-
дения коэффициентов мультипараметрического асимптотического разложения Уильямса проведен ряд
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Рис. 3.1. Экспериментальная поляризационно-проекционная установка ППУ-7
Fig. 3.1. Experimental setup

Рис. 3.2. Опытные результаты: снимки интерференционных (изохроматических) полос в пластинах
с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами различной длины (25, 50 и 70 кг)

Fig. 3.2. Patterns of isochromatic fringes in plates with two horizontal collinear cracks of different lengths
(25, 50 and 70 kg)

Рис. 3.3. Опытные результаты: снимки интерференционных (изохроматических) полос в пластинах
с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами различной длины (75, 100 и 120 кг)

Fig. 3.3. Patterns of isochromatic fringes in plates with two horizontal collinear cracks of different lengths
(75, 100 and 120 kg)

вычислительных экспериментов с использованием пакета SIMULIA Abaqus для заданного образца. Мо-
дель пластины с трещинами была разбита на 6002 сингулярных элемента. Создание и моделирование
трещины в конечно-элементном пакете проводилось методом контурного интеграла, что является более
трудоемким по сравнению с расширенным методом конечного элемента и требует использования син-
гулярных конечных элементов, но позволяет получить в выходных данных наряду с распределением
компонент тензора напряжений, полями перемещений и деформаций КИН и T -напряжения (T -stress).
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Рис. 3.4. Опытные результаты: снимки интерференционных (изохроматических) полос в пластинах
с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами различной длины (125, 145 и 175 кг)

Fig. 3.4. Patterns of isochromatic fringes in plates with two horizontal collinear cracks of different lengths
(125, 145 and 175 kg)

Таблица 3.1

Амплитудные множители, определенные из фотомеханического эксперимента
и конечно-элементного решения у вершины трещины z = a

Table 3.1

Amplitude factors obtained from the photoelasticity method and FEM computation near the
crack tip z = a

Коэффициент Фотоупругость МКЭ-решение Относительная погрешность, %
a11 4.4262 MPa ·m1/2 4.42629 MPa ·m1/2 0
a12 -1.8067 MPa -1.80678 MPa 0

a13 1.5105 MPa ·m−1/2 1.51813MPa ·m−1/2 0.5
a14 -0.0863 MPa ·m−1 -0.08692 MPa ·m−1 0.6

a15 -0.2761 MPa ·m−3/2 -0.27833 MPa ·m−3/2 0.8
a16 -0.0026MPa ·m−2 -0.00264 MPa ·m−2 0.9

a17 -0.1020 MPa ·m−5/2 -0.10304 MPa ·m−5/2 1.0
a18 0.0018 MPa ·m−3 0.00185 MPa ·m−3 1.25

a19 -0.0466 MPa ·m−7/2 -0.04731 MPa ·m−7/2 1.50
a110 0.0265MPa ·m−4 0.02703 MPa ·m−4 1.71

a111 0.0236 MPa ·m−9/2 0.02409MPa ·m−9/2 1.9
a112 -0.0023 MPa ·m−5 -0.00244MPa ·m−5 2.0

a113 -0.0127MPa ·m−11/2 -0.01303 MPa ·m−11/2 2.3
a114 0.0089MPa ·m−6 0.009921 MPa ·m−6 2.71

a115 0.0071 MPa ·m−13/2 0.00735 MPa ·m−13/2 2.9

Для извлечения необходимых данных был смоделирован путь в виде окружности, вдоль которого
выбирались значения компонент тензора напряжений. Начало координат было задано в вершине тре-
щины.

Определение коэффициентов членов асимптотического ряда Уильямса выполнялось с использовани-
ем метода регрессии на основе наименьших квадратов, известного как переопределенный метод, для
которого в качестве входных данных используются значения компонент тензора напряжений в узлах
сетки, полученные численно в программном обеспечении SIMULIA Abaqus. Можно представить много-
параметрическое асимптотическое решение Уильямса (1.1)–(2.4) в матричной форме как

σ = CA, (4.1)

где σ — вектор-строка компонент тензора напряжений для каждой экспериментальной точки, A — век-
тор-столбец амплитудных масштабных множителей, которые необходимо найти.

Для каждой экспериментальной точки записываются значения трех компонент тензора напряжений
σ11,σ12 и σ22. Если в конечно-элементном расчете были получены данные для N экспериментальных
точек, то количество элементов матрицы σ будет равно N ×3. Количество элементов матрицы A равно
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Таблица 3.2

Амплитудные множители, определенные из фотомеханического эксперимента
и конечно-элементного решения у вершины трещины z = b

Table 3.2

Amplitude factors obtained from the photoelasticity method and FEM computation near
the crack tip z = b

Коэффициент Фотоупругость МКЭ-решение Относительная погрешность, %
a11 4.5500 MPa ·m1/2 4.45500 MPa ·m1/2 0
a12 -1.7702 MPa -1.77024 MPa 0

a13 2.0081 MPa ·m−1/2 2.01056MPa ·m−1/2 0.12
a14 0.0116 MPa ·m−1 0.01169 MPa ·m−1 0.8

a15 0.2820 MPa ·m−3/2 0.28370 MPa ·m−3/2 0.6
a16 0.2832MPa ·m−2 0.28581 MPa ·m−2 0.88

a17 0.7477 MPa ·m−5/2 0.75447 MPa ·m−5/2 0.9
a18 -0.3012 MPa ·m−3 -0.30441MPa ·m−3 1.05

a19 0.7587 MPa ·m−7/2 0.76782 MPa ·m−7/2 1.19
a110 0.4395MPa ·m−4 0.44531 MPa ·m−4 1.30

a111 1.0493 MPa ·m−9/2 1.06528MPa ·m−9/2 1.50
a112 -1.1982 MPa ·m−5 -1.22131MPa ·m−5 1.89

a113 1.3450MPa ·m−11/2 1.37393 MPa ·m−11/2 2.1
a114 1.6348MPa ·m−6 1.68021 MPa ·m−6 2.70

a115 1.8398 MPa ·m−13/2 1.89672 MPa ·m−13/2 2.9

Таблица 3.3

Амплитудные множители, определенные из фотомеханического эксперимента
и конечно-элементного решения у вершины трещины z = c

Table 3.3

Amplitude factors obtained from the photoelasticity method and FEM computation near
the crack tip z = c

Коэффициент Фотоупругость МКЭ-решение Относительная погрешность, %
a11 4.0036 MPa ·m1/2 4.00364 MPa ·m1/2 0
a12 -1.7544 MPa -1.75448 MPa 0

a13 2.4757 MPa ·m−1/2 2.48688MPa ·m−1/2 0.45
a14 0.00094 MPa ·m−1 0.000095 MPa ·m−1 0.55

a15 0.2568 MPa ·m−3/2 0.25916 MPa ·m−3/2 0.9
a16 0.0836MPa ·m−2 0.08445 MPa ·m−2 0.92

a17 1.0292 MPa ·m−5/2 1.04073MPa ·m−5/2 1.0
a18 -0.2580 MPa ·m−3 -0.26106MPa ·m−3 1.15

a19 0.0.8143 MPa ·m−7/2 0.82621 MPa ·m−7/2 1.43
a110 0.4723MPa ·m−4 0.48034 MPa ·m−4 1.66

a111 1.3023 MPa ·m−9/2 1.32765MPa ·m−9/2 1.91
a112 -1.3962 MPa ·m−5 -1.42471MPa ·m−5 2.0

a113 1.4984MPa ·m−11/2 1.53212 MPa ·m−11/2 2.2
a114 1.6262MPa ·m−6 1.67113 MPa ·m−6 2.69

a115 2.1748 MPa ·m−13/2 2.23745 MPa ·m−13/2 2.8

количеству коэффициентов ряда Уильямса, которые необходимо найти (K), тогда матрица C будет
иметь размерность 3N ×K.

Решение (4.1) в замкнутой форме для неизвестного вектора-строки параметров механики разруше-
ния A может быть записано как псевдообразная матрица C:

A = (CTC)−1CTσ. (4.2)

В работа проведен двумерный конечно-элементный анализ для пластины размером 80×80 см. Длина
левой трещины равна 1 см, а правой — 2 см, расстояние между трещинами равно 1.5 см (рис. 1.1).



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2022. Том 28, № 3-4. С. 88–104
Vestnik of Samara University. Natural Science Series. 2022, vol. 28, no. 3-4, pp. 88–104 97

Таблица 3.4

Амплитудные множители, определенные из фотомеханического эксперимента
и конечно-элементного решения у вершины трещины z = d

Table 3.4

Amplitude factors obtained from the photoelasticity method and FEM computation near
the crack tip z = d

Коэффициент Фотоупругость МКЭ-решение Относительная погрешность, %
a11 3.7689 MPa ·m1/2 3.76892 MPa ·m1/2 0
a12 -1.7567 MPa -1.75677 MPa 0

a13 1.7574 MPa ·m−1/2 1.76345MPa ·m−1/2 0.34
a14 -0.0060 MPa ·m−1 -0.00611 MPa ·m−1 0.52

a15 -0.4694 MPa ·m−3/2 -0.47290 MPa ·m−3/2 0.73
a16 -0.0021MPa ·m−2 -0.00221 MPa ·m−2 0.91

a17 0.2481 MPa ·m−5/2 0.25090MPa ·m−5/2 1.1
a18 0.00529 MPa ·m−3 0.00536MPa ·m−3 1.22

a19 -0.1596 MPa ·m−7/2 -0.16193 MPa ·m−7/2 1.44
a110 0.0200MPa ·m−4 0.02044 MPa ·m−4 1.67

a111 0.1126 MPa ·m−9/2 0.11485MPa ·m−9/2 1.88
a112 -0.0013 MPa ·m−5 -0.00133MPa ·m−5 2.1

a113 -0.0844MPa ·m−11/2 -0.08637 MPa ·m−11/2 2.2
a114 0.00812MPa ·m−6 0.00831 MPa ·m−6 2.28

a115 0.0065 MPa ·m−13/2 0.00677MPa ·m−13/2 2.7

Размеры пластины много больше размеров дефектов, значит влиянием границ пластины на парамет-
ры механики разрушения вблизи вершины трещины можно пренебречь. Рекомендуется достигать сходи-
мости сетки вблизи вершин трещин с помощью 73 или 146 элементов по окружности. Вблизи вершин
трещин сетка разбивалась на 20 элементов по радиальному направлению и 73 элемента по окружно-
сти (рис. 4.1). На рис. 4.2–4.4 показаны распределения компонент напряжений при расчете пластины
с двумя горизонтальными коллинеарными трещинами разной длины.

Рис. 4.1. Распределение напряжений по Мизесу
Fig. 4.1. Fon Mises stress distribution

Рис. 4.2. Распределение напряжений по Мизесу
Fig. 4.2. Fon Mises stress distribution
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Рис. 4.3. Распределение компоненты напряжений σ11
Fig. 4.3. Distribution of stress components σ11

Рис. 4.4. Распределение компоненты напряжений σ22
Fig. 4.4. Distribution of stress components σ22

Проведена серия численных экспериментов с различным числом концентрических окружностей, на
каждой из которых выбирались 73 точки. Радиусы окружностей, на которых расположены эксперимен-
тальные точки, варьировались от 0.05 до 0.25 см. Из конечно-элементного анализа получены значения
трех компонент тензора напряжений для каждой точки, принадлежащей концентрическим окружностям.
Далее, полученный большой массив данных (от 219 до 1095) использовался для вычисления пятнадцати
коэффициентов слагаемых более высокого порядка малости в мультипараметрическом асимптотическом
разложении М. Уильямса. Основным принципом переопределенного метода является использование боль-
шого количества данных для расчета параметров в окрестности каждой вершины трещины. Для этого
формируется алгебраическая система уравнений, в которой количество уравнений существенно больше,
чем количество неизвестных. В этом случае полученная система уравнений является переопределенной.
В большинстве численных экспериментов использовалась одна концентрическая окружность, для кото-
рой были записаны по 3 компоненты тензора напряжений для каждой из 73 экспериментальных точек.
В системе (4.1) решалось 219 уравнений относительно 15 неизвестных. Полученные значения показаны
в табл. 4.1–4.4.

Таблица 4.1

Сравнение аналитического и численного решений у вершины z = a

Table 4.1

Comparison of analytic and numeric solutions near the crack tip z = a

Коэффициент ряда Аналитическое решение МКЭ решение Относительная погрешность,
%

a11 71.55840 MPa · cm1/2 71.55840 MPa · cm1/2 0
a12 -25.00000 MPa -25.00000 MPa 0

a13 17.67463 MPa · cm−1/2 17.62161MPa · cm−1/2 0.3

a15 -2.23521 MPa · cm−3/2 -2.21733 MPa · cm−3/2 0.8

a17 0.56546 MPa · cm−5/2 0.55924 MPa · cm−5/2 1.1

a19 -0.17800 MPa · cm−7/2 -0.17533 MPa · cm−7/2 1.5

a111 0.06251 MPa · cm−9/2 0.06138MPa · cm−9/2 1.8

a113 -0.02346MPa · cm−11/2 -0.02294 MPa · cm−11/2 2.2

a115 0.009212 MPa · cm−13/2 0.00898MPa · cm−13/2 2.8
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Таблица 4.2
Сравнение аналитического и численного решений у вершины z = b

Table 4.2
Comparison of analytic and numeric solutions near the crack tip z = b

Коэффициент ряда Аналитическое решение МКЭ решение Относительная погрешность,
%

a11 72.43794 MPa · cm1/2 72.43794 MPa · cm1/2 0
a12 -25.00000 MPa -25.00000 MPa 0

a13 19.01297 MPa · cm−1/2 18.99396 MPa · cm−1/2 0.3

a15 -1.55756 MPa · cm−3/2 -1.55336 MPa · cm−3/2 0.10

a17 0.91703 MPa · cm−5/2 0.91245 MPa · cm−5/2 0.27

a19 0.02212 MPa · cm−7/2 0.02195 MPa · cm−7/2 0.50

a111 0.16985 MPa · cm−9/2 0.16816MPa · cm−9/2 0.77

a113 0.03820 MPa · cm−11/2 0.03767 MPa · cm−11/2 1.4

a115 0.043733 MPa · cm−13/2 0.04285MPa · cm−13/2 2.0

Таблица 4.3
Сравнение аналитического и численного решений у вершины z = c

Table 4.3
Comparison of analytic and numeric solutions near the crack tip z = c

Коэффициент ряда Аналитическое решение МКЭ решение Относительная погрешность,
%

a11 53.84721 MPa · cm1/2 53.84721 MPa · cm1/2 0
a12 -25.00000 MPa -25.00000 MPa 0

a13 28.66835 MPa · cm−1/2 28.61102 MPa · cm−1/2 0.2

a15 -5.03256 MPa · cm−3/2 -5.00740 MPa · cm−3/2 0.5

a17 3.96717 MPa · cm−5/2 3.92750 MPa · cm−5/2 1

a19 -1.68655 MPa · cm−7/2 -1.66293 MPa · cm−7/2 1.4

a111 1.61810 MPa · cm−9/2 1.59059MPa · cm−9/2 1.7

a113 -0.97566MPa · cm−11/2 -0.95615 MPa · cm−11/2 2.0

a115 0.90005MPa · cm−13/2 0.87935MPa · cm−13/2 2.3

Таблица 4.4
Сравнение аналитического и численного решений у вершины z = d

Table 4.4
Comparison of analytic and numeric solutions near the crack tip z = d

Коэффициент ряда Аналитическое решение МКЭ решение Относительная погрешность,
%

a11 52.65806 MPa · cm1/2 52.65806 MPa · cm1/2 0
a12 -25.00000 MPa -25.00000 MPa 0

a13 25.51513 MPa · cm−1/2 25.47176 MPa · cm−1/2 0.17

a15 -6.73471 MPa · cm−3/2 -6.71855 MPa · cm−3/2 0.24

a17 3.43893 MPa · cm−5/2 3.42138 MPa · cm−5/2 0.51

a19 -2.15383 MPa · cm−7/2 -2.13833 MPa · cm−7/2 0.72

a111 1.50218 MPa · cm−9/2 1.48791MPa · cm−9/2 0.95

a113 -1.12190MPa · cm−11/2 -1.10922 MPa · cm−11/2 1.13

a115 0.87852MPa · cm−13/2 0.86183MPa · cm−13/2 1.9

Заключение
В настоящей статье посредством техники метода цифровой фотоупругости и конечно-элементного

моделирования вычислены коэффициенты мультипараметрического асимптотического степенного разло-
жения Макса Уильямса поля напряжений в вершинах двух горизонтальных трещин в поле одноосного
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растяжения. В решении Макса Уильямса сохранены регулярные (неособые в окрестности кончика тре-
щины) слагаемые, что способствует:

1) получению более точной оценки составляющих тензоров напряжений, деформаций и вектора пе-
ремещений и целостному описанию полей в зоне, охватывающей кончик трещины;

2) расширению области, в которой работает асимптотическое представление М. Уильямса. Сохране-
ние неособых слагаемых дает возможность выбирать больше точек из экспериментальной картины и
использовать их для вычисления параметров механики хрупкого разрушения (коэффициентов интенсив-
ности напряжений для обеих мод деформирования, T -напряжений и коэффициентов регулярных вблизи
кончика разреза слагаемых ряда Уильямса).

Ценность данного исследования заключается в сопоставлении аналитического решения задачи и ко-
нечно-элементного расчета для достаточно большой пластины по сравнению с длинами трещины. Расчет
показал, что коэффициенты ряда Уильямса, полученные с помощью двух различных подходов, нахо-
дятся в хорошем соответствии друг с другом. Поэтому конечно-элементное решение может быть исполь-
зовано для восстановления коэффициентов ряда, представляющего поля у вершины трещины.

В высокофункциональном и многоцелевом пакете SIMULIA Abaqus осуществлен широкий цикл ко-
нечно-элементных вычислений механических полей в пластинах с двумя горизонтальными коллинеар-
ными трещинами разной длины, лежащих на одной прямой, разных конфигураций – для пластины
большего размера по сравнению с длинами трещин и пластины, идентичной использованной в натур-
ном эксперименте. Рассчитав напряженно-деформированное состояние, можно определить коэффициен-
ты мультипараметрического асимптотического разложения М. Уильямса, в котором сохранены пятна-
дцать слагаемых. Иными словами, из конечно-элементного решения извлечены коэффициенты регуляр-
ных слагаемых мультипараметрического асимптотического разложения.

Произведена обработка данных эксперимента, проведенного с помощью метода фотоупругости. В ста-
тье показано, что разработанный алгоритм позволяет найти факторы асимптотического разложения с
высокой точностью, включая коэффициенты неособых слагаемых. Цифровая фотоупругость в сочетании
с аналитическими математическими моделями, описывающими поля вершин трещин, позволила экспери-
ментально определить характеризующие параметры, включая коэффициент интенсивности напряжений,
T-напряжение и амплитудные множители слагаемых более высокого порядка малости и лучше понять
их роль в механизмах, приводящих к росту трещин.

Для целостного описания полей напряжений у кончика трещины в рассмотренной конфигурации
необходимо всестороннее изучение влияния геометрических параметров модели на коэффициенты ряда
Уильямса. Поэтому направлениями дальнейших исследований будут рассмотрение взаимного изменения
длин трещины и расстояния между ними, а также анализ наклонных коллинеарных трещин, лежащих
на одной прямой и не принадлежащих одной прямой.
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TO THE SCRUTINY OF THE EXPERIENTIAL AND COMPUTATIONAL
ELICITATION OF FACTORS OF THE WILLIAMS MULTI-PARAMETER

EXPANSION

ABSTRACT
The article defines stress fields near the tips of mathematical cracks in an isotropic linearly elastic

plate with two horizontal collinear cracks lying on a straight line of different lengths under the uniaxial
tensile condition, using two approaches - experimental, based on the method of digital photomechanics, and
numerical, based on finite element calculations. To represent the stress field at the tip of the section, the
Williams polynomial series is used - the canonical representation of the field at the top of the mathematical
section of a two-dimensional problem of elasticity theory for isotropic media. The main idea of the current
study is to take into consideration the regular (non-singular) terms of the series and analyze their impact
on the holistic description of the stress field in the immediate vicinity of the top of the section. The first
fifteen coefficients of the Max Williams series were preserved and determined in accordance with experimental
patterns of isochromatic bands and finite element modeling. To extract the coefficients of the Williams series
used a redefined method designed to solve systems of algebraic equations, the number of which is significantly
greater than the unknown - amplitude multipliers. The influence of the non-singular terms of the Williams
series on the processing of the experimental pattern of interference fringes is demonstrated. It is validated
that the preservation of the terms of a high order of smallness makes it possible to expand the area adjacent
to the tip of the crack, from which experimental points can be selected. The finite element study was carried
out in the SIMULIA Abaqus engineering analysis system, in which experimental samples tested in a full-scale
experiment were reproduced. It is revealed that the results obtained by the two methods are in good agreement
with each other.

Key words: digital photoelasticity; finite element method; Williams multiparameter asymptotic expansion;
over-deterministic method.
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