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Аннотация: В публикуемой статье предложена математическая модель предприятия, производственная 
деятельность которого описывается двумя производственными функциями. Основная производственная 
функция преобразует ресурсы в продукцию предприятия, дополнительная производственная функция 
превращает ресурсы в его отходы, которые обычно включаются в издержки. Предприятия безотходной 
циркулярной экономики организуют собственное производство так, что отходы предприятия становятся 
новыми производственными факторами и полностью преобразуются в дополнительную полезную продукцию. 
Процесс перехода во времени предприятия обычной экономики в предприятие безотходной циркулярной 
экономики описывается с помощью специальной безразмерной функции трансформации, изменяющейся на 
отрезке от нуля до единицы. Рассмотрены два варианта особенностей изменений экономических показателей 
предприятия, возникающих при переходе к безотходному производству. В первом случае исследовано 
однофакторное производственное предприятие, которое в своей производственной деятельности использует 
только один ресурс, который интегрирует в себе объемы факторов производства, складывающихся из 
основного капитала, производственных фондов, привлекаемых в производство трудовых ресурсов, 
используемых в производстве материалов, применяемых технологий, различного рода инноваций. Во втором 
случае исследовано двухфакторное производственное предприятие, которое в своей производственной 
деятельности использует два ресурса, первый из которых представляет собой основной капитал и 
производственные фонды, ко второму производственному фактору относятся привлекаемые в производство 
трудовые ресурсы. Установлены закономерности для изменений во времени выпуска продукции, отходов, 
прибыли и издержек предприятия при внедрении безотходных технологий для случая однофакторного 
производства. Численный анализ полученной экономико-математической модели показывает, что 
максимальное значение прибыли предприятия изменяется во времени и соответствует уровню внедряемых 
циркулярных технологий. 
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Abstract: In the published article, a mathematical model of an enterprise is proposed, the production activity of which 
is described by two production functions. The main production function converts resources into the products of an 
enterprise, the additional production function turns resources into its waste, which are usually included in costs. 
Enterprises of a waste-free circular economy organize their own production so that the waste of an enterprise becomes 
new production factors and is completely converted into additional useful products. The process of transition in time of 
an enterprise of an ordinary economy to an enterprise of a waste-free circular economy is described using a special 
dimensionless transformation function, which varies from zero to one. Two variants of the peculiarities of changes in 
the economic indicators of an enterprise that arise during the transition to waste-free production are considered. In the 
first case, a one-factor manufacturing enterprise was investigated, which in its production activity uses only one 
resource, which integrates the volumes of factors of production consisting of fixed capital, production assets involved in 
the production of labor resources, used in the production of materials, applied technologies, of various kinds innovation. 
In the second case, a two-factor manufacturing enterprise has been investigated, which in its production activity uses 
two resources, the first of which is fixed capital and production assets, the second production factor includes labor 
resources involved in production. Regularities have been established for changes in the time of production, waste, 
profits and costs of an enterprise when introducing waste-free technologies for the case of one-factor production. 
A numerical analysis of the obtained economic and mathematical model shows that the maximum value of the 
enterprise's profit changes over time and corresponds to the level of the introduced circular technologies. 
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Введение 
Разработка новых экономико-математических моделей модернизации технологического оснаще-

ния производственных предприятий является одной из актуальных проблем современной экономиче-
ской теории. 

Важным аспектом такого моделирования деятельности производственных предприятий является 
создание моделей, описывающих особенности их перехода к безотходному производству в рамках 
так называемой циркулярной экономики. 

Основой циркулярной экономики, цикличной экономики, или экономики замкнутого цикла, явля-
ются принципы переработки и использования отходов производства и потребления. Циркулярная 
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экономика представляет собой динамично развивающуюся область междисциплинарных теоретиче-
ских и практических знаний со специальным базовым набором инструментария, которой постепенно 
расширяется. 

Содержательная «сущность циркулярной экономики заключается в ее стремлении повторить за-
крытую природную систему, где все, что произведено или использовано, полностью перерабатывает-
ся внутри системы так, что не возникает экологических проблем» [1]. 

Для изучения циркулярной экономики существует ряд подходов. Укажем здесь «два принципи-
альных подхода: 

– Ресурсно-ориентированный, подразумевающий замкнутый поток материалов, энергии и отходов, 
что может быть достигнуто за счет повторного использования на уровне продукта (ремонт или вос-
становление), на уровне компонентов (повторное использование в производстве) и на уровне матери-
ала (рециркуляция); 

– Экономико-ориентированный, согласно которому циркулярная экономика представляет собой 
экономическую систему, основанную на повторном использовании материалов и сохранении при-
родных ресурсов, ориентированную на создание ценностей для людей и экономики в каждой части 
системы» [1]. 

Самая распространенная на данный момент модель циркулярной экономики, предложенная спе-
циалистами фонда Эллен Макартур, подразумевает интеграцию этих двух подходов [2].  

Построение новых моделей трансформации обычных предприятий в предприятия циркулярной 
экономики позволит оценить снижение издержек, повышение выпуска продукции, увеличение при-
были и указать пути преодоления ресурсных ограничений. 

Первоначально в основу разработки теории циркулярной экономики исследователями «было за-
ложено три ключевых принципа, получивших название «3R»: reduce (сокращение) – reuse (повторное 
использование) – recycle (переработка), со временем трансформировавшихся в «9R» после добавле-
ния следующих шести принципов:  
 Refuse – отказ от избыточного использования сырья; 
 Repair – обслуживание и ремонт неисправного продукта с целью продления его срока службы; 
 Refurbish – обновление и/или восстановление старого продукта при сохранении неизменным 

его большей части, например, ремонт зданий и сооружений, тяжелой техники и т. д.; 
 Remanufacture – производство новых продуктов из элементов старого; 
 Repurpose – использование продукта для других целей или более распространенное 

определение «вторая жизнь выброшенных вещей»; 
 Recover – производство энергии из материалов» [3]. 
Разумеется, в дальнейшем с развитием теории и практики циркулярной экономики набор этих 

принципов может измениться [1–10]. 
Следует различать понятие циркулярной экономики и понятие зеленой экономики. «Циркулярная 

экономика представляет собой одно из направлений зеленой экономики, предлагающее государству и 
бизнесу современные подходы к повышению ресурсоэффективности, достижению социального эф-
фекта в сфере потребления товаров, в частности за счет расширенной ответственности производите-
ля, а также снижению экологического следа производства и выпущенных товаров» [11].  Конечная 
цель циркулярной экономики – быть инструментом для реализации зеленой экономики [11–15]. 

Внедрение безотходных технологий особенно актуально для стран, импортирующих широкий пе-
речень природных ресурсов и не обладающих обширными территориями для захоронения отходов. 
В таких условиях они вынуждены планомерно и последовательно строить циркулярную экономику. 
Кроме того, переход к экономике замкнутого цикла дает экономическим субъектам возможность 
поднять конкурентоспособность своих товаров, защитить бизнес от нестабильных цен на сырье и ма-
териалы, преодолеть в определенной степени ограниченность ресурсов, повысить занятость и инно-
вационную активность населения [16–20]. 

Установившийся в мире негативный комплекс эколого-экономических проблем в сфере ресурсов 
весьма велик. Для его преодоления требуются принципиально новые управленческие и технологиче-
ские решения, которые может обеспечить потенциал циркулярной экономики. Его эффективное раз-
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витие тормозит имеющаяся место вторичность экологических целей по отношению к экономическим. 
Тем не менее повсеместная нехватка ресурсов, стремительно растущие затраты сырья и энергии вы-
нуждают многие страны искать оптимальные пути перехода к циркулярной экономике. Этому пере-
ходу способствуют такие факторы, как общее инновационное и экономическое развитие страны, ис-
пользование более совершенных технологий, урбанизация, новые потребительские понятия ценно-
сти, степень влияния государства на формирование и развитие экономики замкнутого цикла и т. д. 
Переход к циркулярной экономике должен сопровождаться адекватными количественными оценками 
экономических показателей, мониторингом соответствующих индикаторов, методиками их измере-
ния [21–33].  

Обзор современных работ в области изучения особенностей циркулярной экономики показывает 
растущий интерес специалистов к этой тематике. Однако эти исследования в основном носят методо-
логический характер или описывают конкретные технологические решения. Развитие экономико-
математических методов и построение с их помощью моделей, описывающих деятельность предпри-
ятий в условиях перехода к экономике замкнутого цикла, представлены пока недостаточно широко. 
Результаты такого моделирования могут позволить анализировать деятельность предприятия и про-
гнозировать количественные оценки его экономических показателей [34].  

Целью данной работы является разработка новой экономико-математической модели перехода 
производственного предприятия к циркулярной экономике. 

Научная новизна и особенность этой модели состоят в том, что она описывает особенности изме-
нений основных экономических показателей предприятия при переходе к экономике замкнутого цик-
ла и позволяет установить закономерности этих изменений во времени. 

 
Постановка задачи 
Пусть производственное предприятие использует в своей деятельности некоторый набор ресурсов 

в виде факторов производства 1 2, , , nQ Q Q .  

В качестве этих величин, выражаемых обычно в денежной форме, как правило, используются основной, 
оборотный, финансовый капиталы, трудовые ресурсы, материалы, технологии, инновации и т. д.  

В общем случае производственные факторы  s sQ Q t
 
являются функциями времени. Перемен-

ная времени t  предполагается непрерывной, единицей ее измерения служит некоторый производ-

ственный период (месяц, квартал, год). Сами функции  s sQ Q t предполагаются непрерывными и 

непрерывно дифференцируемыми на временном интервале  0 t   . 

Поскольку любое производственное предприятие помимо выпуска полезной продукции произво-
дит отходы производства, его деятельность целесообразно описывать двумя производственными 
функциями.  

Пусть первая производственная функция  1 2, , , nU U Q Q Q  , выражающая объем выпуска- 

емой продукции предприятия задается мультипликативной производственной функцией Кобба –
Дугласа 

1

i

n
u

U i
i

U P Q


  ,      (1) 

а вторая производственная функция  1 2, , , nV V Q Q Q  , выражающая объем выпускаемой про-

дукции предприятия, задается мультипликативной производственной функцией Кобба – Дугласа 

1

i

n
v

V i
i

V P Q


  .      (2) 

Здесь степенные показатели производственных функций (1) и (2) iu и iv представляют собой эла-

стичности выпуска продукции и отходов по соответствующим ресурсам  0 1, 0 1i iu v    , UP – 
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стоимость продукции, произведенной на единичные объемы ресурсов, VP – стоимость произведен-

ных отходов на единичные объемы ресурсов. 
Выпуск предприятием продукции всегда сопровождается определенными издержками 

 1 2, , ,U U nTC TC Q Q Q  , которые здесь принимаются пропорциональными 

1

n

U i i
i

TC A Q TFC


   .     (3) 

Здесь iA  – стоимости затрат на единичные объемы ресурсов, соответственно, TFC  – постоянные 

затраты предприятия.  
Если рассматриваемое предприятие находится в процессе преобразования своих производств в 

безотходные производства циркулярной экономики, то часть объемов отходов (2) будет преобразова-
на в дополнительный выпуск полезной продукции, а оставшаяся часть отходов останется в виде из-
держек. 

Введем безразмерный коэффициент H, определяющий ту долю отходов производства H.V, которая пе-

рерабатывается в дополнительный выпуск полезной продукции. Величина  H.V представляет собой но-
вый производственный фактор, который превращается в дополнительный продукт с помощью новой 
производственной функции Кобба – Дугласа нового перерабатывающего производства: 

 w

WW P H V   .      (4) 

Здесь степенной показатель производственной функции (4) w  представляет собой эластичность 

выпуска продукции по соответствующему ресурсу 0 1w  , WP  – стоимость продукции произве-

денной на единичный объем ресурса. 
Оставшаяся часть объема отходов производства представляет собой издержки по ресурсу V : 

 1VTC H V   .     (5) 

Процесс преобразования обычного полностью затратного предприятия в безотходное предприятие 
циркулярной экономики представляет собой систему поэтапных мер постепенного внедрения специ-
альных инновационных технологий в его производство, преобразующих отходы производства в про-
изводственные факторы и выпуск дополнительной продукции. 

Поэтому следует отметить, что безразмерный коэффициент H в общем случае не является кон-
стантной. Он описывает процесс перехода предприятия от его варианта полностью затратного произ-
водства к безотходному производству, является функцией времени H =H (t) и изменяется отрезке от 
нуля до единицы   0 1H t  . 

Подстановка производственной функции (2) в выражения (4) и (5) дает: 

1

i

wn
v

W V i
i

W P H P Q


 
    

 
 .    (6) 

 
1

1 i

n
v

V V i
i

TC H P Q


    .    (7) 

Таким образом, прибыль рассматриваемого предприятия, представляющая разность между выпус-
ком продукции и издержками, задается формулой  

U VPR U W TC TC    , 

или 

 

1 1

1 1

1 .

i i

i

wn n
u v

U i W V i
i i

nn
v

i i V i
i i

PR P Q P H P Q

A Q TFC H P Q

 

 

 
       

 

      

 

 

    (8) 
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В качестве безразмерного показателя трансформации предприятия выберем здесь экспоненциаль-
ную функцию, предложенную в работе [35]: 

  1 exp
t

H t
T

     
 

,      (9) 

где   – параметр, характеризующий начальную скорость внедрения безотходных технологий в про-

изводство, T  – максимальная временная граница рассматриваемого процесса их внедрения. 
Очевидно, что значение функции 0H   означает отсутствие трансформации производства пред-

приятия, значения функции 1H   означают практические полную трансформацию производствен-
ных отходов в дополнительную продукцию предприятия. 

 

Однофакторная модель перехода предприятия к циркулярной экономике 
Рассмотрим сначала однофакторное производственное предприятие, которое в своей производ-

ственной деятельности использует только один ресурс. Этот ресурс Q
 интегрирует в себе объемы 

факторов производства, складывающихся из основного капитала, производственных фондов, привле-
каемых в производство трудовых ресурсов, используемых в производстве материалов, применяемых 
технологий, различного рода инноваций и т. д. 

Тогда формулы (1) и (2) для объемов выпуска продукции и объемов отходов предприятия прини-
мают вид: 

u
UU P Q  .       (10) 

v
VV P Q  .       (11) 

Формула (3) для общих пропорциональных линейных издержек принимает вид: 

UTC A Q TFC   .     (12) 

Выражение для прибыли предприятия (8) записывается в виде: 

 
 1

wu v
U W V

v
V

PR P Q P H P Q

A Q TFC H P Q

      

      
    (13) 

Максимальное значение прибыли предприятия 
maxPR  и соответствующее ему значение производ-

ственного фактора maxQ  находятся из условия 

 

1 1

11 0.

u w w v w
U W V

v
V

PR
P u Q P P H v w Q

Q

A H P v Q

  




         



      

   (14) 

Решением уравнения (14) является значение производственного фактора max ( )Q t , при котором 

функция прибыли (13) принимает максимальное значение max ( )PR t . Следует отметить, что величи-

ны max ( )Q t  и 
max ( )PR t  представляют собой функции времени. Решение уравнения (14) возможно 

только численно. 

Выражение для максимальной прибыли предприятия max ( )PR t  записывается в виде: 

        
      

max max max

max max1

wu v

U W V

v

V

PR t P Q t P H t P Q t

A Q t TFC H t P Q t

      

      

   (15) 

На рисунке 1 представлены графики функции объема используемых ресурсов  maxQ t  и функции 

максимальной прибыли 
max ( )PR t , построенные по формулам (14) и (15). 
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Рисунок 1 – Графики функции объема используемых ресурсов  maxQ t  и функции максимальной 

     прибыли 
max ( )PR t , построенные по формулам (14) и (15) 

Figure1 – Graphs of the function of the volume of resources used  maxQ t  
and the function  

     of maximum profit 
max ( )PR t , built according to formulas (14) and (15) 

 
На рисунке 2 представлены график поверхности функции прибыли, построенной по формуле (13), 

и график пространственной кривой максимальной прибыли, построенной по формулам (14), (15). 
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Рисунок 2 – График поверхности функции прибыли, построенный по формуле (13), и график  

     пространственной кривой максимальной прибыли, построенной по формулам (14), (15). 
Figure 2 – The graph of the surface of the profit function, built according to the formula (13), and  

     the graph of the spatial curve of maximum profit, built according to the formulas (14), (15). 
 

При построении рисунка 1 и рисунка 2 были использованы следующие расчетные значения: 

10UP  ; 2VP  ; 5WP  ; 0,35u  ; 0, 45v  ; 0,51w  ; 1,5A ; 4TFC  ; 20T  ; 5  . 

 
Двухфакторная модель перехода предприятия к циркулярной экономике 
Рассмотрим теперь производственное предприятие, которое в своей производственной деятельно-

сти использует два ресурса. Производственный фактор K  представляет собой основной капитал и 
производственные фонды, к производственному фактору L относятся привлекаемые в производство 
трудовые ресурсы. 

Тогда формулы (1) и (2) для объемов выпуска продукции и объемов отходов предприятия прини-
мают вид: 
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K Lu u
UU P K L   .      (16) 

K Lv v
VV P K L   .      (17) 

Формула (3) для общих пропорциональных линейных издержек записывается в виде 

U K LTC A K A L TFC     .    (18) 

Формулы (6) и (7) для объемов дополнительного продукта из доли переработанных отходов и объ-
емов оставшейся части непереработанных отходов производства сводятся к выражениям: 

 K L
wv v

W VW P H P K L     .     (19) 

 1 K Lv v
V VTC H P K L     .     (20) 

Выражение для прибыли предприятия для двухфакторной модели приобретает вид: 

 
 1 .

K L K L

K L

wu u v v
U W V

v v
K L V

PR P K L P H P K L

A K A L TFC H P K L

        

         
   (21) 

Максимальное значение прибыли предприятия maxPR  и соответствующие ему значения производ-

ственных факторов maxK и maxL , находятся из условий 
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1 0.
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PR
P u K L P P H v w K L
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A H P v K L

PR
P u K L P P H v w K L
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A H P v K L

   



   



             
        


            


        

   (22) 

10
t

20

0

10

0 20

 maxL t

 maxPR t

 maxK t

 
Рисунок 3 – Графики функции объемов используемых ресурсов 

max ( )K t , 
max ( )L t  и функции 

     максимальной прибыли 
max ( )PR t , построенные по формулам (22) и (23) 

Figure 3 – Graphs of the function of the volumes of resources used 
max ( )K t , 

max ( )L t  and the function 

     of maximum profit 
max ( )PR t , built according to formulas (22) and (23) 

 
Решением уравнений (22) являются значения производственных факторов

max ( )K t  и 
max ( )L t , при 

которых функция прибыли (21) принимает максимальное значение 
max ( )PR t . Следует отметить, что 

величины max ( )K t , max ( )L t  и 
max ( )PR t  представляют собой функции времени. Решение системы 

уравнений (22) возможно только численно. 
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Выражение для максимальной прибыли предприятия 
max ( )PR t вычисляется по формуле 

          
         

max max max max max

max max max max1 .

K L K L

K L

wu u v v

U W V

v v

K L V

PR t P K t L t P H P K t L t

A K t A L t TFC H P K t L t

        

         
 (23) 

На рисунке 3 представлены графики функции объемов используемых ресурсов 
max ( )K t , 

max ( )L t  и 

функции максимальной прибыли 
max ( )PR t , построенные по формулам (22) и (23). 

При построении рисунка 3 были использованы следующие расчетные значения: 10UP  ; 2VP  ; 

5WP  ; 0,45Ku  ; 0,15Lu  ; 0,30Kv  ; 0,10Lv  ; 0,25w  ; 1,5KA  ; 1,2LA  ; 4TFC  ; 20T  ; 

4  . 
 

Заключение 
Разработана новая математическая модель предприятия, производственная деятельность которого 

описывается производственной функцией выпуска продукции и функцией производства отходов. 
Рассмотрен процесс преобразования части отходов предприятия в производственные факторы для 

увеличения выпуска продукции и снижения издержек. Постепенное преобразование обычного пред-
приятия в предприятие циркулярной экономики осуществляется с помощью специальной безразмер-
ной функции трансформации, изменяющейся на отрезке от нуля до единицы.  

Подробно исследован вариант однофакторной модели предприятия и вариант двухфакторной мо-
дели предприятия. 

Рассмотрены особенности изменений экономических показателей предприятия, сопровождающие 
его обычного производства в безотходное производство.  

Установлены закономерности для изменений во времени выпуска продукции, отходов, прибыли и 
издержек предприятия при внедрении безотходных технологий.  

Численный анализ полученных вариантов экономико-математической модели показывает, что 
максимальное значение прибыли предприятия, изменяется во времени и соответствует уровню внед-
ряемых циркулярных технологий.  
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