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Введение 
В процессе освоения новой продукции на промышленных предприятиях проявляется эффект кри-

вой обучения. Эффект кривой обучения заключается в том, что затраты времени работников на вы-
полнение многократно повторяющихся производственных операций снижаются. Впервые эффект 
кривой обучения был описан инженером Т. Райтом для авиастроительного предприятия [1]. Под ку-
мулятивным объемом производства понимается количество промышленных изделий нарастающим 
итогом.  

В научной литературе, в основном иностранной, приводятся исследования по построению различ-
ных моделей, количественно описывающих снижение трудоемкости на выполнение производствен-
ных операций с увеличением кумулятивного объема производства. Наиболее полно обзор, обсужде-
ние и сравнение различных моделей кривых обучения представлены в научных публикациях [2–4].  

Целью данной статьи является идентификация и оценка надежности регрессионных моделей кри-
вых обучения по данным об освоении производства автомобилей «Калина» и «Нива-Шевроле» пред-
приятия АО «АВТОВАЗ». Регрессионные модели кривых обучения имеют большое практическое 
значение для принятия управленческих решений на промышленном предприятии. Полученные рег-
рессионные модели могут быть применены для решения прикладных оптимизационных и игровых 
задач. 

 
Постановка задачи и методика решения 
По данным о динамике изменения трудоемкости автомобиля в процессе освоения производства 

автомобилей «Калина» и «Нива-Шевроле» на предприятии АО «АВТОВАЗ» необходимо определить 
параметры регрессионных моделей, оценить допускаемую при этом ошибку, статистическую значи-
мость и надежность. 

Задача идентификации регрессионных моделей математически формулируется следующим обра-
зом. Необходимо определить параметры уравнения регрессии заданного вида: 

 
ො௫ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, 

 
где ݕො௫ – трудоемкость производства автомобилей, расчетное значение зависимой переменной;  
x – кумулятивный объем производства автомобилей, независимая переменная. 

Для решения задачи применяются методы регрессионного и корреляционного анализа [5]. Для на-
хождения параметров регрессионной зависимости ݂ሺݔሻ применяется нелинейный метод наименьших 
квадратов [4–5]:  

 ሺݕ െ ො௫ሻଶݕ
ୀଵ

՜ min,     (1) 
 

где ݕ – фактические значения трудоемкости автомобилей в i-м наблюдении, ݕො௫ – расчетные значе-
ния трудоемкости автомобилей, рассчитанные по уравнению регрессии; n – число наблюдений. 

Метод наименьших квадратов заключается в поиске оценок параметров уравнения регрессии, ко-
торые минимизируют сумму квадратов отклонений фактических значений ݕ от расчетных значений 
-ො௫. Рассматриваемые в работе уравнения регрессии внутренне нелинейны по оцениваемым параметݕ
рам, поэтому для решения оптимизационной задачи (1) используется численный итеративный метод 
Ньютона. 

Для выбора наилучшей регрессионной зависимости кривой обучения рассматриваются четыре 
различные модели, описанные в научной литературе [1–4]. 

1. Степенная модель Райта: 
 

ݕ ൌ  ,      (2)ିݔଵܥ
 

где y – трудоемкость производства автомобилей, ܥଵ – трудоемкость производства первого автомоби-
ля, x – кумулятивный объем производства автомобилей, b – индекс обучения, характеризует скорость 
снижения трудоемкости автомобиля при увеличении кумулятивного объема производства. 
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2. Модель Стэнфорда-B, которая является модификацией степенной модели Райта: 
 

ݕ ൌ ݔଵሺܥ   ሻି,      (3)ܤ
где B – параметр модели. 

 
3. Модель Дейонга, которая также является разновидностью степенной модели: 

 
ݕ ൌ ܯଵሾܥ  ሺ1 െ  ሿ,     (4)ିݔሻܯ

 
где M – коэффициент, который учитывает, что часть работы выполняется машинами. Если M = 0, то в 
работе не задействовано автоматизированное оборудование, а если M = 1, то работа полностью вы-
полняется автоматом и обучения не происходит. 

 
4. Экспоненциальная модель: 

ݕ ൌ ܥ   ఈ௫,      (5)ି݁ߚ
 

где ܥ,ߚ,ߙ – параметры экспоненциальной модели. 
 
Выбор наилучшей из моделей кривых обучения осуществляется на основе расчета остаточной 

дисперсии ߪостଶ : 

остଶߪ ൌ
ଵ


 ሺݕ െ ො௫ሻଶݕ

ୀଵ
.     (6) 

 
Для оценки тесноты связи между зависимой и независимой переменными в построенных регрес-

сионных моделях рассчитывается индекс парной корреляции: 
 

ܴ௫௬ ൌ ඨ1 െ
 ሺ௬ି௬ොೣሻమ

సభ

 ሺ௬ି௬തሻమ
సభ

,     (7) 

 
где ݕ ഥ  – средняя величина трудоемкости производства автомобилей (зависимой переменной), опреде-
ляемая по формуле 

തݕ ൌ ∑ ݕ

ୀଵ . 
 

Чем ближе индекс парной корреляции к 1, тем более тесная связь между трудоемкостью автомо-
билей (зависимой переменной) и кумулятивным объемом производства автомобилей (независимой 
переменной). 

Для оценки качества построенных регрессионных моделей вычисляется индекс детерминации: 
 

ܴଶ ൌ ܴ௫௬
ଶ ൌ 1 െ

 ሺ௬ି௬ොೣሻమ
సభ

 ሺ௬ି௬തሻమ
సభ

.     (8) 

 
Индекс детерминации показывает долю изменения трудоемкости автомобилей (зависимой пере-

менной), обусловленную изменением кумулятивного объема производства автомобилей (независи-
мой переменной). Чем ближе индекс детерминации к 1, тем лучше качество построенной регрессион-
ной модели.  

Для построенных регрессионных моделей проводится оценка их значимости с помощью  
F-критерия Фишера. При этом выдвигается гипотеза о статистической незначимости уравнения рег-
рессии и показателя тесноты связи. Выполняется сравнение фактического ܨфакт и табличного ܨтабл 
значений F-критерия. 

Величина фактического F-критерия вычисляется: 
 

фактܨ ൌ
ோమ

ଵିோమ

ିିଵ


,      (9) 
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где m – число параметров при кумулятивном объеме производства автомобилей х (независимой пе-
ременной). 

Табличное значение ܨтабл определяется по таблице критических значений при уровне значимости 
и двух степенях свободы ݇ଵ ߙ ൌ ݉,ԜԜԜ݇ଶ ൌ ݊ െ ݉ െ 1. В расчетах уровень значимости ߙ принимается 
равным 0,01. 

Если фактическое значение больше табличного, то гипотеза о случайной природе оцениваемых 
переменных отклоняется и признается статистическая значимость и надежность уравнения регрессии. 
В противном случае гипотеза не отклоняется и признается статистическая незначимость, ненадеж-
ность построенной регрессионной модели. 

Качество анализируемых нелинейных уравнений регрессии также оценивается по средней ошибке 
аппроксимации: 

 

ҧܣ ൌ
ଵ


 ቚ

ሺ௬ି௬ොೣሻ

௬
ቚ



ୀଵ
100%.     (10) 

 
Значение средней ошибки аппроксимации до 10 % свидетельствует о достаточной точности рег-

рессионной модели. 
 
Идентификация и оценка регрессионных моделей кривой обучения для автомобилей «Калина»  
Данные о динамике трудоемкости автомобилей «Калина» в зависимости от кумулятивного объема 

производства на предприятии ОА «АВТОВАЗ» представлены на рис. 1. 
 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость трудоемкости автомобилей «Калина» от кумулятивного объема  
производства 

Figure 1 – Dependence of labor intensity of Kalina cars on the cumulative volume of production 
 
Из анализа рис. 1 видно, что корреляционное поле соответствует нелинейному регрессионному 

уравнению f(x). Параметры моделей кривых обучения (2)–(5) для автомобилей «Калина» были опре-
делены в результате решения оптимизационной задачи (1). Для численного решения использовался 
инструмент «Поиск решения» электронной таблицы Excel.  

Идентифицируемые регрессионные модели кривой обучения представлены ниже. 
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1. Степенная модель Райта: 
ݕ ൌ  .,ହସହିݔ7905,04

 
2. Степенная модель Стэнфорда-B: 

ݕ ൌ 3820,53ሺݔ െ 14,34ሻି,ସଶସ. 
 
3. Степенная модель Дейонга: 

ݕ ൌ 10339,43ሺ0,055   .,ଷସሻିݔ0,945
 
4. Экспоненциальная модель: 

ݕ ൌ 82,29  1555,01݁ି,଼௫. 
 
Регрессионные модели кривых обучения для автомобилей «Калина» представлены на рис. 2–5. 
 

 

 
Рисунок 2 – Степенная модель Райта кривой обучения для автомобилей «Калина»  
Figure 2 – Wright's power-law model of the learning curve for Kalina cars 

 

 

 
Рисунок 3 – Степенная модель Стэнфорда-B кривой обучениядля автомобилей «Калина» 
Figure 3 – Power-law model of Stanford-B learning curve for Kalina cars 
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Рисунок 4 – Степенная модель Дейонга кривой обучения для автомобилей «Калина»  
Figure 4 – Deyong's power-law model of the learning curve for Kalina cars 

 

 
 

Рисунок 5 – Экспоненциальная модель кривой обучения для автомобилей «Калина»  
Figure 5 – Exponential learning curve model for Kalina cars 

 
 
В таблице 1 для регрессионных моделей кривой обучения автомобилей «Калина» приводятся рас-

считанные по формулам (6)–(10) значения остаточной дисперсии ߪостଶ , индекса парной корреляции 
ܴ௫௬, индекса детерминации ܴଶ, фактического значения F-критерия Фишера ܨфакт, средней ошибки 

аппроксимации  ܣഥ . 
Из анализа таблицы 1 делается вывод, что у степенной модели Стэнфорда-B остаточная дисперсия 

остଶߪ , средняя ошибка ܣҧ наименьшие, индекс парной корреляции ܴ௫௬, индекс детерминации ܴଶ наи-
большие по сравнению с другими моделями. Таким образом, наиболее хорошо данные по освоению 
производства автомобилей «Калина» аппроксимирует степенная модель Стэнфорда-B. 
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Таблица 1 – Расчет статистических характеристик моделей кривых обучения для автомоби-
лей «Калина» 

Table 1 – Calculation of the statistical characteristics of the learning curve models for Kalina cars 
 
№ Модель Остаточ-

ная дис-
персия 

Индекс 
парной 
корреля-
ции 

Индекс 
детерми-
нации 

Фактическое 
значение 

F-критерия 
Фишера 

Средняя 
ошибка 
аппрок-
симации, 

% 
1 Райта 1192,62 0,9953 0,9907 1065,7 18,35 
2 Стэнфорда-B 420,96 0,9984 0,9967 3037,6 9,15 
3 Дейонга 552,4 0,9978 0,9957 2312,43 13,39 
4 Экспоненциальная 8506,6 0,9663 0,9337 140,81 33,3 

 
Для оценки значимости построенных степенных моделей было определено табличное значение  

F-критерия Фишера ܨтабл ൌ 10,04. Так как фактическое значение больше табличного значения  
F-критерия Фишера ܨфакт  -табл, то гипотеза о случайной природе оцениваемых переменных отклоܨ

няется и признается статистическая значимость и надежность степенной модели Стэнфорда-B. 
Значение средней ошибки аппроксимации ܣҧ ൌ 9,15 % меньше 10 % свидетельствует о достаточ-

ной точности степенной модели Стэнфорда-B. 
 
Идентификация и оценка регрессионных моделей кривой обучения для автомобилей «Нива-

Шевроле» 
Данные о динамике трудоемкости автомобилей «Нива-Шевроле» в зависимости от кумулятивного 

объема производства на предприятии ОА «АВТОВАЗ» представлены на рис. 6. 
 

 

 
Рисунок 6 – Зависимость трудоемкости автомобилей «Нива-Шевроле» от кумулятивного объема 

производства 
Figure 6 – Dependence of labor intensity of Niva-Chevrolet cars on the cumulative volume of production 

 
Из анализа рис. 6 можно сделать вывод, что корреляционное поле соответствует нелинейному рег-

рессионному уравнению f(x). Параметры моделей кривых обучения (2)–(5) для автомобилей «Нива-
Шевроле» были определены в результате решения оптимизационной задачи (1).  
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Идентифицируемые регрессионные модели кривой обучения представлены ниже. 
1. Степенная модель Райта: 

ݕ ൌ  .,ହଵସିݔ3697,25
 

2. Степенная модель Стэнфорда-B: 
 

ݕ ൌ 1131,41ሺݔ െ 62,05ሻି,ଷଶଵ. 
 

3. Степенная модель Дейонга: 
 

ݕ ൌ 7930,54ሺ0,024   .,ଵ଼ଵଷሻିݔ0,976
 

4. Экспоненциальная модель: 
ݕ ൌ 30,61  520,6݁ି,ସଵ௫. 

 
Построенные регрессионные модели кривых обучения для автомобилей «Нива-Шевроле» пред-

ставлены на рис. 7–10. 
 

 

Рисунок 7 – Степенная модель Райта кривой обучения для автомобилей «Нива-Шевроле» 
Figure 7 – Wright's power-law model of the learning curve for Niva-Chevrolet cars 

 

 
 

Рисунок 8 – Степенная модель Стэнфорда-B кривой обучения для автомобилей «Нива-Шевроле» 
Figure 8 – Stanford-B power law model of the learning curve for Niva-Chevrolet cars 
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Рисунок 9 – Степенная модель Дейонга кривой обучения для автомобилей «Нива-Шевроле» 
Figure 9 – Deyong's power-law model of the learning curve for Niva-Chevrolet cars 

 

 
 

Рисунок 10 – Экспоненциальная модель кривой обучения для автомобилей «Нива-Шевроле»  
Figure 10 – Exponential learning curve model for Niva-Chevrolet cars 
 
В таблице 2 для регрессионных моделей кривой обучения автомобилей «Нива-Шевроле» приво-

дятся рассчитанные по формулам (6)–(10) значения остаточной дисперсии ߪостଶ , индекса парной кор-
реляции  ܴ௫௬, индекса детерминации ܴଶ, фактического значения F-критерия Фишера  ܨфакт, средней 

ошибки аппроксимации ܣҧ. 
Из анализа таблицы 2 делается вывод, что у степенной модели Стэнфорда-Bостаточная дисперсия 

остଶߪ , средняя ошибка ܣҧ наименьшие, индекс парной корреляции  ܴ௫௬, индекс детерминации ܴଶ наи-
большие по сравнению с другими моделями. Таким образом, наиболее хорошо статистические дан-
ные по освоению производства автомобилей «Нива-Шевроле» аппроксимирует степенная модель 
Стэнфорда-B.  
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Таблица 2 – Расчет статистических характеристик моделей кривых обучения для автомоби-
лей «Нива-Шевроле» 

Table 2 – Calculation of the statistical characteristics of the learning curve models for Niva-
Chevrolet cars 
 

№ Модель Остаточ-
ная дис-
персия 

Индекс 
парной 

кореляции 

Индекс 
детерми-
нации 

Фактическое 
значение 

F-критерия 
Фишера 

Средняя 
ошибка  
аппрок-

симации, % 
1 Райта 169,98 0,9822 0,9648 1012,95 33,42 
2 Стэнфорда-B 18,23 0,9981 0,9962 9752,87 9,22 
3 Дейонга 42,74 0,9956 0,9911 4138,76 11,03 
4 Экспоненциальная 357,78 0,9622 0,9258 461,82 39,94 

 
Для оценки значимости построенной модели определяется табличное значение F-критерия Фише-

ра ܨтабл ൌ 7,3734. Так как фактическое значение больше табличного значения критерия  
F-Фишера  ܨфакт   табл, то гипотеза о случайной природе оцениваемых переменных отклоняется иܨ

признается статистическая значимость и надежность степенной модели Стэнфорда-B. 
Значение средней ошибки аппроксимации ܣҧ ൌ 9,22 % меньше 10 % свидетельствует о достаточ-

ной точности построенной степенной модели Стэнфорда-B. 
 
Заключение 
В статье на основе данных автомобилестроительного предприятия АО «АВТОВАЗ» о производст-

ве новых моделей автомобилей «Калина» и «Нива-Шевроле» построены регрессионные модели кри-
вых обучения. Построены четыре модели зависимости трудоемкости автомобилей от кумулятивного 
объема производства автомобилей (кривые обучения): Райта, Стэнфорда-B, Дейонга и экспоненци-
альная. Рассчитаны статистические характеристики для каждой модели. Из анализа графиков рег-
рессионных уравнений и рассчитанных статистических характеристик были сделаны следующие 
выводы.  

1. Кривую обучения в процессе освоения производства автомобилей «Калина» наиболее хорошо 
аппроксимирует степенная модель Стэнфорда-B: 

ݕ ൌ 3820,53ሺݔ െ 14,34ሻି,ସଶସ. 
 

2. Кривую обучения в процессе освоения производства автомобилей «Нива-Шевроле» наиболее 
хорошо аппроксимирует степенная модель Стэнфорда-B: 

 
ݕ ൌ 1131,41ሺݔ െ 62,05ሻି,ଷଶଵ. 

3. Проведенное исследование показало статистическую значимость и надежность рассмотренных 
степенных регрессионных моделей кривых обучения.  

4. Результаты расчетов свидетельствуют о достаточной точности построенных регрессионных мо-
делей. 

Идентифицированные регрессионные модели кривых обучения могут быть применены для поста-
новки и решения различных прикладных динамических оптимизационных и игровых задач управле-
ния производственной деятельностью на промышленных предприятиях. 
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