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Введение 
В практической экономической статистике зачастую без какого-либо обоснования принимается 

нормальный закон распределения исследуемых данных. Такой подход базируется на теоретическом 
фундаменте в виде Центральной Предельной Теоремы Теории Вероятностей, которую в наиболее 
строгом виде сформулировал и доказал в 1887 году методом моментов П.Л. Чебышев [1; 2]. Как из-
вестно, в этой теореме утверждается, что некий результат будет иметь нормальное распределение при 
соблюдении совокупности ограничений, выполняющихся на практике в подавляющем числе случаев, 
так, например, распределение рыночной стоимости производимой продукции, процент брака и мно-
гое другое. С другой стороны, большинство программно-инструментальных средств статистического 
анализа, таких как STATISTICA [3], SPSS [4], MATLAB [5], EXCEL [6], включающих, например, по-
строение доверительных интервалов, разработаны для обработки выборок в предположении нор-
мального закона распределения соответствующих им генеральных совокупностей. Если генеральная 
совокупность распределена по какому-то другому закону, то найти программное обеспечение для 
решения задач статистического анализа затруднительно. Более того, если необходимое программное 
обеспечение будет найдено, то, как правило, численные результаты его применения мало отличаются 
от того, которое разработано для случая нормального распределения генеральной совокупности. По-
этому разработки средств статистического анализа для распределений, отличающихся от нормально-
го, практически не ведутся из-за малой востребованности в практической деятельности. Тем не менее 
вопрос остается открытым, поскольку во многих случаях исследуемые данные распределяются по 
закону равномерной плотности, по закону Вейбулла или как-то иначе, причем подмена таких законов 
нормальным распределением приводит к значительным искажениям численных оценок вероятностей 
критических событий, рисков и т. п. Добросовестный аналитик, желая обеспечить достоверность своих 
выводов, проводит исследование нормальности выборочных распределений, используя соответству-
ющие статистические критерии, из которых здесь чаще других применяется критерий Пирсона [7–9].  

 
Постановка задачи 
Рассматривается ситуация, когда диагностика выборки из нормальной генеральной совокупности 

может приводить к ложным результатам диагностирования существенных различий с нормальным 
распределением, в то время как генеральная совокупность имеет именно нормальный закон распре-
деления. Многие исследователи в этой связи в качестве причины ложной диагностики упоминают 
выбор числа интервалов предварительной обработки выборочных данных путем построения так на-
зываемого статистического ряда, однако каких-либо конкретных рекомендаций не приводится. 

 
Ход исследования 
С целью численного моделирования и последующего исследования особенностей идентификации 

выборок заданного объема из генеральной совокупности с нормальным распределением и известны-
ми параметрами предлагается трехэтапная численная процедура генерирования эталонных статисти-
ческих рядов 
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 1( , , , , ) ( , ; ); 1,...,x x i i iG G N k m s dx x x n i k   , 

где N – объем выборки, k – число разрядов регистрации наблюдаемого признака, mx и sx – математи-
ческое ожидание и среднее квадратическое отклонение в соответствующей генеральной совокупно-
сти, 1i idx x x  – ширина интервала регистрации данных, 1,i ix x   – границы текущего интервала 

(разряда) статистического ряда.  
На первом этапе генерирования эталонного статистического ряда вычисляются накопленные в от-

дельных разрядах частоты появления случайной величины, распределенной по нормальному закону:  
*

1( ), где ( , , ) ( , , ); 1,...,i i i норм i x x норм i x xn ЦЕЛОЕ р N р F х m s F х m s i k     ,   (1) 

где нормF  – интегральная функция нормального распределения. 

Несмотря на очевидную простоту данной операции, следует отметить, что использование выделе-
ния целой части произведений ( ); 1,...,iр N i k   приводит к искажению значения заданного объема 

выборки, т. е. получаем 

* *

1

k

i
i

N n N


  .       (2) 

Поэтому предлагается коррекция накопленных частот: 
* *( / ); 1,...,i in ЦЕЛОЕ n N N i k   .     (3) 

На втором этапе коррекции эталонного статистического ряда производится коррекция, обеспечи-
вающая равенство выборочного и задаваемого значений среднего квадратического отклонения. Для 
этого вводится поправочный множитель α, изменяющий границы разрядов: 

* ; / ; 1,..., 1i i x фактx x s s i k      ,     (4) 

где xs и фактs  – задаваемое и расчетное значения среднего квадратического отклонения моделируемо-

го статистического ряда. 
На третьем этапе коррекции сгенерированного эталонного статистического ряда обеспечивается 

равенство выборочного и задаваемого значений математического ожидания. Для этого вводится по-
правка границ разрядов  : 

** * ; ; 1,..., 1i i x фактx x m m i k        ,    (5) 

где xm  и фактm   задаваемое и расчетное значения математического ожидания моделируемого стати-

стического ряда. 
Выполнив коррекции, заменим границы всех разрядов эталонного ряда: 

**; 1,..., 1i ix x i k   .      (6) 

В качестве примера обратимся к моделированию эталонного статистического ряда, соответст-
вующему нормальному распределению с характеристиками N = 50000, mx = 100, sx = 5, k = 50. В этом 
случае корректирующие характеристики имеют следующие значения: коррекция среднего квадрати-
ческого отклонения α = 0,997196, коррекция математического ожидания β = 0,280366, при этом  
∆ = 1,37114 , а сам смоделированный ряд приведен в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Пример эталонного статистического ряда (mx = 100, sx = 5, k = 50) 
Table 1 – An example of a reference statistical series (mx = 100, sx = 5, k = 50) 
 

xi 79,43 80,80 82,18 83,55 84,92 86,29 87,66 89,03 90,40 91,77 

ni 2 6 15 38 87 184 362 661 1118 1755 

xi 93,14 94,52 95,89 97,26 98,63 100,00 101,37 102,74 104,11 105,48

ni 2555 3451 4324 5025 5417 5417 5025 4324 3451 2555 

xi 106,86 108,23 109,60 110,97 112,34 113,71 115,08 116,45 117,82 119,20

ni 1755 1118 661 362 184 87 38 15 6 2 
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Чтобы исследовать распределение выборочных данных в плане соответствия нормальному закону, 
воспользуемся наиболее распространенным решением, использующим критерий Пирсона [7; 8],  
в котором в качестве меры расхождения распределений предложена величина 

,
      

(7)
 

где k – число разрядов статистического ряда, используемого для предварительного анализа при вы-
числении статистических оценок математического ожидания mx* и среднего квадратического откло-

нения sx* , 
1

k

i
i

N n


   – общее число наблюдений, ni – число наблюдений, зафиксированное в i-м раз-

ряде, * i
i

n
p

N
   – частота появления в i-м разряде (статистическая оценка вероятности), pi – вероят-

ность появления события в данном разряде в соответствии с выбранным теоретическим законом рас-
пределения, в наших исследованиях это нормальный закон распределения. 

К. Пирсон показал, что величина U имеет распределение, называемое распределением хи-квадрат 
χ2, или распределением Пирсона, которое зависит от числа «степеней свободы»: 

 
r = k – s,       (8) 

где k – число разрядов; s – число связей, определяемое при использовании в качестве теоретического 
закона нормального распределения. 

Вероятность β, равную значению доверительной вероятности приемлемости нормального закона 
распределения, найдем из решения следующего уравнения: 

 2 ,r U   .      (9) 

 
Рассмотрим результаты численного моделирования эталонных статистических рядов, соответст-

вующих нормальному распределению с заданными характеристиками, с последующим определением 
вероятности соответствия нормальному закону распределения (рисунок 1). 

 

 
 
Рисунок 1 – Вероятность реализации гипотезы нормальности распределения –   (mx = 100, sx = 5, s = 3) 

Figure 1 – Probability of realizing the hypothesis of normal distribution –   (mx = 100, sx = 5, s = 3) 

* 2

1

( )
 

k
i i
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Обработка полученных результатов моделирования в интервале объемов выборочных данных 
20 50000N   позволила найти выражение для характеристик выборочных данных, удовлетворя-

ющих условию правильной идентификации нормального распределения с вероятностью не меньше 
0,95, в виде 

0,15(0,95) 3,84k N  .      (10) 

 

Расчетные значения необходимого числа разрядов (0,95)k для различного объема выборок пред-

ставлены в таблице 2. 
Отметим широко используемый прием определения числа разрядов с помощью полуэмпирическо-

го соотношения, называемого формулой Стерджесса [10–12]: 
 

2(стр) 1 logk N  .      (11) 

 

Результаты оценки необходимого числа разрядов, вычисленные по формуле Стерджесса (стр)k , 

представлены в таблице 2. 

Рассмотрим значения вероятностей соответствия нормальному распределению (стр) , получен-

ные при выборе числа разрядов, найденных по формуле Стерджесса. Как видно из таблицы 2, ис-
пользование формулы Стерджесса приводит к значительным ошибкам в идентификации нормального 
распределения выборочных данных, если объемы выборок не превышают N = 20 или больше  
N = 20000.  

 
Таблица 2 – К выбору числа интервалов регистрации выборочных данных (mx = 100, sx = 5, s = 3) 
Table 2 – On the choice of the number of intervals for recording sample data (mx = 100, sx = 5, s = 3) 

 

N 10 20 100 200 500 1000 5000 10000 20000 50000 

K (0,95) 5 6 7 8 9 10 13 15 16 19 

k (стр) 4 5 7 8 9 10 13 14 15 16 

(стр)  0,5 0,82 0,95 0,95 0,95 0,95 0,95 0,95 0,94 0,75 

 
Продолжение численных экспериментов показало, что, вопреки прогнозам, изменение математи-

ческого ожидания и среднего квадратического отклонения генерируемых эталонных статистических 
рядов в широком диапазоне характеристик выборочных данных никак не отражается на полученной 
зависимости расчетного значения вероятности гипотезы нормальности распределения от числа ин-
тервалов статистического ряда. 

Следует отметить достаточно дискуссионный вопрос назначения числа степеней свободы r при 
использовании критерия Пирсона для проверки нормальности распределения. Например, в учебнике 
Е.С. Вентцель [9] рекомендуется принимать r = k – s при s = 3, имея в виду, что число накладыва-
емых связей s учитывает связь по математическим ожиданиям, по дисперсиям и связь в виде суммы 
накопленных связей, часто равной единице. Именно так назначено r = k – 3 при получении обсуж-
даемых результатов, т. е. принято s = 3. Однако, например, в упомянутых ранее программных про-
дуктах во многих случаях назначается s = 2 или даже s = 1 , что, на наш взгляд, менее обоснованно.  

Повторив численные эксперименты с последующей обработкой при минимальном числе связей  
s = 1, убеждаемся, что назначаемое число связей резко изменяет влияние объема выборки на иденти-
фикацию исходного нормального распределения генеральной совокупности, как это продемонстри-
ровано на графиках рисунка 3 и в таблице 3, если сравнить их с графиками рисунка 1 и результатами 
в таблице 2. 
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Рисунок 2 – Расчетные значения вероятности реализации гипотезы нормальности выборочного 

распределения (mx = 100, sx = 1, s = 1) 
Figure 2 – Calculated values of the probability of realizing the hypothesis of normality of the sample dis-

tribution (mx = 100, sx = 1, s = 1) 
 

Таблица 3 – К выбору числа интервалов регистрации выборочных данных (mx = 100, sx = 5, s = 1) 
Table 3 – On the choice of the number of intervals for recording sample data (mx = 100, sx = 5, s = 1) 

 

N 10 20 100 200 500 1000 5000 10000 20000 50000 

k(0,95) 5 5 7 7 9 9 12 13 15 17 

k (стр) 4 5 7 8 9 10 13 14 15 16 

(стр)  0,92 0,975 0,975 0,975 0,975 0,975 0,975 0,975 0,95 0,78 

 
Число разрядов статистического ряда, обеспечивающего идентификацию нормального распреде-

ления c вероятностью не менее 0,95 с помощью критерия Пирсона при назначении числа связей s = 1, 
определяется следующей формулой: 

0,143(0,95) 3,71k N  .      (12) 

При выборе числа связей критерия Пирсона s = 1 можно заметить расширение интервала возмож-
ных значений числа разрядов, определяемого по формуле Стерджесса, а именно: недопустимые 
ошибки идентификации нормального распределения выборочных данных имеют место, только если 
объемы выборок больше N = 20000. 

Необходимо отметить техническую особенность проведения рассматриваемых численных экспе-
риментов. Сгенерировано 9000 эталонных статистических рядов с последующим определением оце-
нок нормальности по критерию Пирсона, что представляет достаточно трудоемкую вычислительную 
задачу, для решения которой нами разработано программное обеспечение на языке Visual Basic for 
Application Excel. 

 
Полученные результаты и выводы  
1. В статье исследуются причины ложных выводов о распределении выборочных данных гене-

ральной совокупности, которая, безусловно, подчиняется нормальному закону распределения. 
2. Предложена трехэтапная процедура генерирования эталонных статистических рядов, необходи-

мых для численного исследования особенностей идентификации нормальности выборочного распре-
деления. 
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3. Проведена серия численных экспериментов, позволивших выявить условия неадекватного при-
менения критерия согласия К. Пирсона при анализе нормальности выборочных распределений. 

4. Показано, что надежность идентификации нормального распределения выборочных данных с 
использованием критерия Пирсона существенным образом зависит не только от объема выборочных 
данных, но и от выбранного числа степеней свободы при идентификации распределения с помощью 
критерия Пирсона и от числа разрядов статистического ряда. 

5. Сформулированы рекомендации по выбору числа разрядов статистических рядов, обеспечи-
вающие достоверную идентификацию распределения выборочных данных по нормальному закону. 
Определены ограничения использования известной формулы Стерджесса для назначения числа раз-
рядов при предварительной обработке выборочных данных. 
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