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are presented in the form of systems of differential equations for an arbitrary number of production factors. In 
these models, proportional, progressive and digressive depreciation charges are considered. Their interaction with 
internal and external investments is investigated. Equations are obtained that describe the equilibrium state of 
enterprises and the corresponding limit values of production factors are calculated. Constructed in the form of 
systems of differential equations, economic and mathematical models allow you to describe the various modes of 
operation of enterprises. Such regimes include stable production output by enterprises, temporary suspension of 
enterprises for the period of its technical re-equipment, and temporary partial winding up of production. As an 
example, a two-factor enterprise model is considered in detail. The regularities of the influence of depreciation, 
internal and external investments on the dynamics of the enterprise are established. Equilibrium equations are 
obtained and the marginal volumes of production factors of the enterprise – fixed capital and labor – are 
calculated. 
Key words: enterprise, production, resources, production factors, investments, depreciation, production function, 
labor. 
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Введение 
Разработка экономико-математических моделей динамического развития производственных пред-

приятий является весьма актуальной проблемой современной экономической теории. Применение 
таких моделей на практике позволяет эффективно и адекватно проводить анализ деятельности пред-
приятий, вычислять предельные значения показателей для производственных факторов, прогнозиро-
вать динамику выпуска продукции, прибыли и затрат и т. д. [1–10]. 

Целью публикуемой работы является создание новой многофакторной математической модели 
предприятия, на котором происходит техническое переоснащение производства. Модель представле-
на в виде системы связанных нелинейных дифференциальных уравнений.  

Ее научная новизна состоит в том, что она описывает нелинейный характер амортизации произ-
водственных факторов и дает возможность исследовать различные варианты переоснащения собст-
венных производств. 

Рассмотрены случаи стабильной динамики выпуска продукции предприятием, временной приос-
тановки его работы на время его технического переоснащения и временного частичного сворачива-
ния производства. 

 
Ход исследования 
Объемы производственных ресурсов любого предприятия образуют n -мерный вектор простран-

ства 
nR  [11]: 

 1 2, , , nQ Q QQ  . 
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В качестве компонентов вектора Q , как правило, используются основной, оборотный, финансо-

вый капиталы, трудовые ресурсы, материалы, технологии, инновации и т. д. 
Производственные факторы  s sQ Q t  

являются функциями времени. Они предполагаются не-

прерывными и непрерывно дифференцируемыми на временном интервале  0 t  . 

Начальное значение фактора производства  0 0s sQ Q  считается известным, его предельное зна-

чение  lims s
t

Q Q t


 подлежит вычислению. Все компоненты sQ  вектора Q удовлетворяют нера-

венствам 
0
s s sQ Q Q  . 

В качестве производственной функции предприятия, обеспечивающей выпуск продукции, выбе-
рем мультипликативную функцию Кобба – Дугласа 

1

k

n
a
k

k

V P Q


  .      (1) 

Здесь ka  – эластичность выпуска по соответствующему ресурсу kQ ; P  – выпуск продукции, 

приходящийся на единичные объемы производственных факторов. 
Для составления уравнений баланса динамики развития рассматриваемого предприятия предста-

вим приращения объемов ресурсов на некотором малом промежутке времени t  

   s s sQ Q t t Q t      

в виде суммы трех компонентов 

       A I G
s s s sQ t Q t Q t Q t       .    (2) 

Здесь  A
sQ t – частичная амортизационная утрата ресурса sQ ,  I

sQ t
 
– частичное восполне-

ние ресурса sQ  за счет внутренних инвестиций,  G
sQ t

 
– частичное восполнение ресурса sQ  за 

счет внешних инвестиций. 
Частичную утрату  A

sQ t  
за время t  можно представить в виде 

     suA
s s sQ t A t Q t t       .      (3) 

Здесь sA  – коэффициенты амортизации, которые выражают доли утраченных объемов ресурсов 

sQ  в единицу времени; su  – показатели интенсивности процесса амортизации. 

Если 1su  , то имеет место пропорциональная амортизация, если 1su   – прогрессивная аморти-

зация, если же 1su   –  регрессивная амортизация. 

Частичное восстановление ресурсов за счет внутренних инвестиций  I
sQ t  за время t  запи-

сывается в виде 

         I
s s sQ t t I t t t B V t t           .   (4) 

Здесь    s sI t B V t   – инвестиции, соответствующие фактору производства sQ  в момент 

времени t ; sB  – нормы накопления внутренних инвестиций. 

Частичное восстановление ресурсов за счет внешних инвестиций  G
sQ t  за время t  выража-

ется формулой 

   G
sQ t G t t     .       (5) 
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Здесь  G t  – объем внешних инвестиций, приходящихся на все объемы ресурсов sQ ; s  –

коэффициенты распределения объема  G t  между объемами ресурсов, которые удовлетворяют оче-

видному соотношению 

1

1
n

k
k




 . 

Подстановка формул (3)–(5) в уравнения баланса (2) дает 

 su
s s s s sQ A Q B V G t            , 

а предельный переход при 0t   приводит к системе нелинейных дифференциальных уравнений 

   , 1,2, ,sus
s s s s

dQ
A Q B V G s n

dt
           .   (6) 

Исключая из соотношений (1) и (6) величину V , находим 

1

s k

n
u as

s s s k s
k

dQ
A Q B P Q G

dt
 



 
         

 
 .     (7) 

Начальными условиями для системы уравнений (7) являются соотношения 

  0

0
0

s s st
Q Q Q


  .     (8) 

Применим построенную модель (7), (8) для описания поведения предприятия, которое развивается 
только за счет собственных внутренних инвестиций, а выпуск его готовой продукции обеспечивается 
только двумя производственными факторами – основным капиталом K  и трудовыми ресурсами L . 

Тогда размерность системы становится 2n  , индекс s  принимает только два значения  1,2s  ,  

а функция внешних инвестиций тождественно равна нулю   0G t  . 

Для производственных факторов и остальных параметров удобно ввести следующие обозначения: 

   1Q t K t ,    2Q t L t , 
0
1 0Q K , 

0
2 0Q L , 1Q K

 , 2Q L
 , 

1a a , 2a b , 1u u , 2u v , 1 KA A , 2 LA A , 1 KB B , 2 LB B . 

Производственная функция Кобба – Дугласа (1) принимает вид 
a bV P K L   ,      (9) 

а задача Коши (7), (8) сводится к системе двух уравнений: 

 

 

,

,

u a b
K K

v a b
L L

dK
A K B P K L

d t

dL
A L B P K L

d t





       

       
    (10) 

c начальными условиями  

 
 

00

00

0 ,

0 .
t

t

K K K

L L L




 

 
.     (11) 

Из уравнений (10) следует, что развитие предприятия выйдет на предельный уровень при условии  
 

0 , 0
dK dL

d t d t
  . 

В этом случае предельные значения K  и L  объемов ресурсов  K K t  и  L L t  находятся 

из системы уравнений [12] 
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0,

0,

u a b
K K

v a b
L L

A K B P K L

A L B P K L

      

      
,       (12) 

и равны 
1

1

,

.

b v b u v a v b u

L K

L K

u a a u v a v b u

L K

L K

B B
K P

A A

B B
L P

A A

     



     



    
           

    
           

     (13) 

Если амортизация является пропорциональной 1u  , 1v  , то формулы (13) принимают вид 
1

1 1

1
1 1

,

.

b b a b

L K

L K

a a a b

L K

L K

B B
K P

A A

B B
L P

A A

  



  



    
           

    
           

     (14) 

На рис. 1 показаны графики поверхностей функций: 

,

.

u a b
K K K K K

v a b
L L L L L

Z I AM A K B P K L

Z I AM A L B P K L

        

        
,    (15) 

Пространственная линия пересечения этих поверхностей представляет собой траекторию, вдоль 
которой осуществляется развитие факторов производства от начала координат до их предельных зна-
чений K

 и L
. 

 

 
Рис. 1 – Графики поверхностей функций (15) 

Fig. 1 – Graphs of functions surfaces (15) 
 

Предельное значение объема выпуска продукции V  находится по формуле (9) 

a bV P K L     .      (16) 

На рис. 2 представлены графики функции выпуска продукции      a bV t P K t L t   , полученные 

в результате численного решения задачи Коши (10), (11) для случаев стабильной работы предпри-
ятия, временной приостановки работы предприятия и частичного сворачивания работы предприятия.  
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Рис. 2 – Графики функции выпуска продукции рассматриваемым предприятием, для случаев  
стабильной работы, временной приостановки работы и частичного сворачивания работы.  

Соответствующие значения параметра   отмечены у каждой кривой 
Fig. 2 – Graphs of the output function of the enterprise under consideration, for cases of stable operation, 

temporary suspension of work and partial curtailment of work. Corresponding parameter    
values are marked for each curve 

 
При построении графиков функций на рис. 1 и рис. 2 были использованы следующие расчетные 

значения: 5P ; 0,35a  ; 0,25b  ; 1u  ; 1v  ; 0,2KA  ; 0,15KB  ; 0,09LA  ; 0,07LB  ; 

10  ; * 30t  ; 27,8579K  ; 28,8897L  ; 37,1439V  . 

Если деятельность рассматриваемого производственного предприятия сопровождается помимо 
внутренних инвестиций внешними инвестициями, то в этом случае система нелинейных дифферен-
циальных уравнений (6) сводится к системе двух уравнений: 

 

 

 

,

,

u a b
K K K

v a b
L L L

dK
A K B P K L G

d t

dL
A L B P K L G

d t

 

 

         

         

   (17) 

c начальными условиями (11). 

Выбор вида функции объема внешних инвестиций  G t
 
объясняется условиями инвестирования. 

Если уровень объема внешних инвестиций определяется уровнями объемов производственных фак-
торов, то функция  G t  и функции факторов производства    ,K t L t  будут связаны между собой. 

Ограничимся здесь степенной зависимостью 
 

     G t K t L t     .     (18) 

Здесь   – объем привлеченных внешних инвестиций на единичные объемы ресурсов    ,K t L t , 

показатели степени ,   описывают интенсивности внедрения внешних инвестиций в предприятие 

 0 1,0 1     . Таким образом, система уравнений (17) записывается в виде 

    

    

,

.

u a b
K K K

v a b
L L L

dK
A K B P K L K t L t

d t

dL
A L B P K L K t L t

d t

 

 

 

 

           

           

   (19) 
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Из уравнений (19) следует, что развитие предприятия выйдет на предельный уровень при условии  

0 , 0
dK dL

d t d t
  . 

В этом случае предельные значения K  и L  объемов ресурсов  K K t  и  L L t  нахо-

дятся из системы уравнений [12] 

0,

0,

u a b
K K K

v a b
L L L

A K B P K L K L

A L B P K L K L

 

 





          

          
   (20) 

которая в отличие от системы уравнений (10) имеет только численное решение. 

На рис. 3 представлены графики функции выпуска продукции      a bV t P K t L t   , полученные 

в результате численного решения задачи Коши (19), (11) для случаев стабильной работы предпри-
ятия, временной приостановки работы предприятия и частичного сворачивания работы предприятия.  

 

 
Рис. 3 – Графики функции выпуска продукции рассматриваемым предприятием для случаев  
стабильной работы, временной приостановки работы и частичного сворачивания работы.  

Соответствующие значения параметра   отмечены у каждой кривой 
Fig. 3 – Graphs of the output function of the enterprise under consideration for cases of stable operation, 

temporary suspension of work and partial curtailment of work.  
Corresponding parameter   values are marked for each curve 

 
При построении графиков функций на рис. 3 были использованы следующие расчетные значения: 
5P ; 0,35a  ; 0,25b ; 0,50 ; 0,30  ; 0,20  ; 0,75K  ; 0,25L  ; 1u  ; 1v  ; 0,2KA  ; 0,15KB  ; 

0,09LA  ; 0,07LB  ; 10  ; * 30t  ; 54,8234K  ; 52,7717L  ; 54,7278V  . 

 
Заключение 
Разработаны новые модели динамического развития производственных предприятий, восполнение 

производственных мощностей которых происходит посредством внутреннего и внешнего инвестиро-
вания.  

Полученные математические модели, представляющие собой нормальные системы дифференци-
альных уравнений относительно произвольного числа производственных факторов, позволяют опи-
сывать различные варианты динамики роста выпуска продукции предприятиями. 

Рассмотрены случаи стабильного выпуска продукции предприятием, временной приостановки ра-
боты предприятия на время его технического переоснащения и временного частичного сворачивания 
производства.  

Для двухфакторной модели предприятия получены условия его предельного состояния, вычисле-
ны соответствующие ему предельные объемы ресурсов.  
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