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Рассмотрим некоторое производственное предприятие, выпуск готовой 

продукции которого обеспечивается одним ресурсом в виде некоторого объема
фактора производства Q . Этот объем может составлять основной капитал,

производственные фонды, привлекаемые в производство трудовые ресурсы, 

используемые в производстве материалы, применяемые технологии, различного 

рода инновации и т. д. [1 – 4]. 

В самом общем случае величина ( )tQQ =  является случайной, непрерывной,

непрерывно дифференцируемой и ограниченной на числовой полуоси ( )•<< t0

функцией времени. Переменная времени t  предполагается непрерывной, единицей 

ее измерения служит соответствующий обстоятельствам рыночный период (месяц, 

квартал, год). Функция ( )tQQ =  удовлетворяет неравенству 

( ) •<< QtQQ0
. 

Здесь ( )00 QQ =  – начальное значение фактора производства, ( )tQQ
tÆ•

• = lim  –

 его предельное значение. 
Выпуск продукции предприятия V  обеспечивается степенной производственной

функцией Кобба–Дугласа [5] 

aQPV ◊= .                     (1) 

Здесь показатель степени a  – представляет собой эластичность выпуска
( )10 << a , P  – стоимость продукции произведенной на единичный объем ресурса.
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Предельное значение производственной функции в бесконечно удаленной точке 

( )•Æt  имеет вид 

( )aQPV •• ◊= .                     (2) 

Подстановка формулы (2) в формулу (1) позволяет записать производственную 

функцию в виде 

a
a

qV
Q
QVV ◊=˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
◊= •

•
•

.                   (3) 

Здесь 
•

=
Q
Qq  – безразмерный фактор производства ( )10 ££ q . 

Приращение объема фактора производства QD  за некоторый малый промежуток 

времени tD  образуется из трех компонентов 

QQQQ wD+D+D=D ba .                    (4) 

Здесь QaD  – частичная амортизация фактора производства, QbD  – частичное 

восстановление фактора производства за счет внутренних эндогенных инвестиций, 

QwD  – случайные колебания приращения объема фактора производства, 
обусловленные волатильностью реализации выпускаемой продукции. 

Приращение частичной амортизации QaD  за промежуток времени tD  можно 

представить в виде 

t
Q
QQQ D◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊◊-=D

•
1aa .                   (5) 

Здесь a  – доля выбывшего за единицу времени объема фактора производства. 
Приращение внутренних эндогенных инвестиций QbD  за промежуток времени tD

определяется соотношением 

t
Q
QVQ D◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊◊=D

•
1bb .                   (6) 

Здесь b  – норма накопления внутренних эндогенных инвестиций. Случайные 

колебания приращения объема фактора производства QwD , обусловленные 
волатильностью реализации выпускаемой продукции, представляют собой 

стохастический фактор стандартного винеровского процесса 

( ) w
Q
QQQQw D◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊-◊=D

•
10s .                  (7) 

Здесь w  – стандартный винеровский процесс, tw D◊=D e , s  – волатильность 

рынка, ( )1,0~ Ne  – случайная величина с нормальным законом распределения, 

средним значением 0=e  и единичной дисперсией 1
2 =e . Таким образом, 

формула (4) принимает вид 

( ) ( ) w
Q
QQQt

Q
QVQQ D◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊-◊+D◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊◊+◊-=D

••
11 0sba .            (8) 

Предельный переход ÆD  приводит к стохастическому дифференциальному

a
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Предельный переход 0ÆDt  приводит к стохастическому дифференциальному
уравнению [2–6] 

( ) ( ) wd
Q
QQQtd

Q
QVQdQ ◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊-◊+◊˜̃

¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
-◊◊+◊-=

••
11 0sba .             (9) 

Замена переменной 

•
=
Q
Qq  в уравнении (9) приводит к безразмерному 

уравнению диффузии Ито 

( ) ( ) wdqBdtqAdq ◊+◊= .                  (10) 

Здесь 

( ) ( ) ( )qqqqA a -◊◊+◊-= 1ha                 (11) 

– коэффициент сноса, 
( ) ( ) ( )qqqqB -◊-◊= 10s                  (12) 

– коэффициент волатильности, 

•

•◊=
Q
V

bh , 

•
=
Q
Qq 0

0
. Начальное условие для 

уравнения (10) имеет вид 

00
qq t ==

.                    (13) 

Численное решение уравнения (11) с начальным условием (13) выполняется 

методом последовательных приближений в соответствии с алгоритмом 

( ) ( ) tqBtqAqq sssss D◊◊+D◊+=+ e1
.              (14) 

 

В любом варианте реализации алгоритма (12) на каждом малом временном шаге 

tD , начиная с начального значения, генерируется случайное число se  и рас-

считывается последующее значение 
1+sq . В результате образуются две случайные 

последовательности { }st  и { }sq , которые на координатной плоскости образуют 
систему точек { }ss qt ,  и соответствующую ей фрактальную линию. Всякий раз при 

повторении реализации алгоритма (12), образуется новая ломаная линия, поскольку 

каждый раз случайная величина e  генерирует новые случайные значения. 

На рис.1 представлен численные реализации решений алгоритма (12) в виде 
семейства стохастических линий. 

В численных расчетах временной интервал [ ]10,0Œt  был разбит на 200=n
частей, и величина шага была принята 05,0=Dt . Число реализаций случайного 

процесса динамики предприятия было выбрано 20=m . На рис. 1. показано только 

десять из них. Расчетные значения: 200
0
=Q , 1000=•Q , 2000=•V , 65.0=a , 

1.0=a , 3.0=b , 25,0=s . 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåàëèçàöèè ðåøåíèé àëãîðèòìà

0.25
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Следует отметить, что в начальной точке 0=t  и в точках близких к процессу 

насыщения 10ªt  стохастический процесс становиться практически детерми-

нированным, что является вполне ожидаемым и определяется видом функции 

волатильности ( ) ( ) ( )qqqqB -◊-◊= 10s . 

Вид этой функции не позволяет в полной мере воспользоваться формулой Ито и 

найти точное решение для среднего значения функции ( )tq . При статистическом 

осреднении уравнения (10) 

( ) ( ) ( ) dtqqqdtqAqd a ◊-◊◊+◊-=◊= 1ha ,             (15) 

получается уравнение, содержащее статистические моменты 

12 +◊-◊+◊+◊-= aa qqqq
td
qd

hhaa .             (16) 

Процесс вычисления статистических моментов вида bq  последовательно 

приводит к появлению моментов более высоких порядков, для которых образуется 

бесконечная цепочка статистических уравнений, которую необходимо оборвать, 
сделав определенные допущения. 

В рассматриваемом случае естественно предположить, что флуктуации 

величины q  от среднего значения пропорциональны случайной величине e  

ex ◊+= qq .                  (17) 

Здесь ( ) ( )qqq -◊-◊= 10sx  – коэффициент пропорциональности. Тогда фор-

мула для величины 
2q  принимает вид 

2222
2 exex ◊+◊◊+= qq                (18) 

 

В формуле для произвольной степени 

,

, ñÿ

:

:

.
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В формуле для произвольной степени 

( )
b

bbb
q

qqq ˜̃
¯

ˆ
ÁÁ
Ë

Ê
◊+◊=◊+=
exex 1

 

ограничимся тремя слагаемыми биномиального ряда 

( )
˜
˜

¯

ˆ

Á
Á

Ë

Ê
+◊◊

-◊
+◊◊+◊= ...

2

1
1

2

2
2

q
bb

q
bqq bb exex             (19) 

Подставляя средние величины 

222 x+= qq , 

( )
˜
˜

¯

ˆ

Á
Á

Ë

Ê
◊-◊+◊=

2

2

2

1
1

q
aaqq aa x

, 

( )
˜
˜

¯

ˆ

Á
Á

Ë

Ê
◊+◊+◊= ++

2

2
11

2

1
1

q
aaqq aa x

, 

в уравнение (16), находим  в уравнение (16), находим  

( ) ( )( ) .11
2

1

1

2

2

2

2

2

˜
˜

¯

ˆ

Á
Á

Ë

Ê
◊◊+--◊+-◊◊+

+◊
˜
˜

¯

ˆ

Á
Á

Ë

Ê
+◊+◊-=

q
qaaaqq

q
q

q
td
qd

a xh

xaa
.            (20) 

Сравнение численного решения уравнения (20) и среднего значения вы-

численного для всех реализаций алгоритма (14) приведено на рис. 2. 

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò ïðàêòè÷åñêîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî

ôîðìóëå (14) — íèæíÿÿ êðèâàÿ è ôîðìóëå (20) — âåðõíÿÿ êðèâàÿ.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ êðèâîé äëÿ

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîöåññà.
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Â ñëó÷àå åñëè âîëàòèëüíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü 0=s  è ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ

äåòåðìèíèðîâàííûì, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [2].
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A.L. Saraev , L.A. Saraev*

ON THE CALCULATION OF STOCHASTIC CURVES OF DYNAMICS
OF DEVELOPMENT OF ENTERPRISES

In the published article the mathematical model of single-

factor stochastic dynamics of enterprise development is suggested.

The equations of balance of the system describe a random process

of continuous and increasing output of distributed production factor.

It is shown that the inclusion in the proposed model of a

random external disturbance factor leads to a significant departure

from the classical deterministic model of smooth development of

an enterprise.

Key words: enterprise, production factors, production function,

output, resources, stochastic equations, Wiener process, drift

coefficient, volatility coefficient.
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