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В статье рассматриваются динамические задачи планирования производства 
для одного и нескольких подразделений промышленного предприятия с учетом 
эффекта обучения. Проблема математически формализуется как задача 
оптимального управления дискретной системой. Получены численные решения 
сформулированных задач для различных моделей кривых обучения с помощью 
метода динамического программирования Беллмана. Приводится исследование 
влияния индекса обучения на оптимальные решения задач. 
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динамическое программирование. 

 
Введение 
В проектах по освоению новой продукции на промышленных предприятиях проявляется эффект 

кривой обучения, который заключается в том, что затраты времени работников на выполнение мно-
гократно повторяющихся производственных задач снижаются. Впервые эффект кривой обучения был 
замечен Т. Райтом [1]. При каждом удвоении кумулятивного объема производства затраты времени 
на его производство снижаются на 10–20 процентов. Под кумулятивным объемом производства по-
нимается количество изделий, изготовленных с начала производства продукции нарастающим ито-
гом.  

Исследованию феномена кривой обучения и построению различных моделей, количественно опи-
сывающих снижение удельных затрат на выполнение производственных операций с увеличением ку-
мулятивного объема производства посвящено большое количество научных публикаций, в основном 
иностранных. Наиболее полно обзор, обсуждение и сравнение различных моделей кривых обучения 
представлены в научных публикациях [2–4].  

Снижение удельных затрат (себестоимости, трудоемкости) при увеличении кумулятивного объема 
производства делает актуальными постановки задач динамической оптимизации. Целью данной ра-
боты является поиск оптимального распределения объемов производства для одного и нескольких 
подразделений предприятия по временным периодам с учетом эффекта кривой обучения при задан-
ных ограничениях.  

 
Постановка задач планирования объемов производства  
для одного подразделения предприятия 
Динамика производственной деятельности подразделения в период освоения новой продукции 

описывается дискретным уравнением: 

______________________________________ 
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Ttuxx ttt ,1,1 =+= − ,             (1) 

где xt – кумулятивный объем производства за t-й временной период, t – номер временного периода,  
ut – объем производства в периоде t, T – число рассматриваемых периодов производственной дея-
тельности (горизонт планирования). Выбор объема производства ut в периоде t является управлением 
менеджмента предприятия. 

Известно количество продукции уже произведенное подразделением до начала проекта (началь-
ный производственный опыт):  

00 Xx = .                (2) 

В конечный период кумулятивный объем произведенной продукции должен быть равен заданному 
производственному заданию:  

RXxT += 0 ,              (3) 

где R – заданное количество продукции. 
На объем производства в каждом периоде t наложены следующие ограничения: 

TtxRXu tt ,1,0 10 =−+≤≤ − .            (4) 

Затраты в периоде t определяются как произведение удельных затрат продукции ct и объема про-
изводства в этом периоде ut: 

ttt uсС = .               (5) 

Динамика изменения удельных затрат на производство продукции от кумулятивного объема про-
изводства описывается различными моделями кривой обучения. Наиболее типичными моделями яв-
ляются степенная, экспоненциальная и логистическая, описанные в научной литературе [1]–[4]. 

Степенная модель удельных затрат: 

.1
b

tt axc −
−=  ,              (6) 

где а – затраты на производство первого изделия, b – индекс обучения. 
Индекс обучения характеризует темп снижения удельных затрат продукции при увеличении куму-

лятивного объема производства (скорость обучения подразделения).  
Экспоненциальная модель удельных затрат: 

1−−+= tx
t ekc αβ .             (7) 

где α  – индекс обучения, k , β  – параметры экспоненциальной модели. 

Логистическая модель удельных затрат: 
 


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1
)( minmaxmin ,          (8) 

 

где minc , maxc – минимальные и максимальные значения удельных затрат на производство изделия, 

α  – индекс обучения, β  – параметр логистической модели. 

Целевой функцией менеджмента предприятия является минимизация затрат подразделения за все 
временные периоды: 

min
1

→=∑
=

T

t
ttucJ .            (9) 

Задача заключается в поиске оптимальных объемов производства n,t,uopt
t 1=  удовлетворяющих 

ограничению (4), которые осуществляют перевод производственного процесса (1) из начального со-
стояния (2) в конечное состояние (3) и минимизируют затраты за все временные периоды (9).  

Для численного решения сформулированной задачи применялся метод динамического програм-
мирования Беллмана [5–6], реализованный в среде программирования Free pascal.  
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Результаты решения задачи планирования производства для одного подразделения  
Численное решение задачи планирования объемов производства для одного подразделения прове-

дено на примере производства новых изделий предприятия АО «Салют». По данным предприятия 
построены регрессионные модели трудоемкости новых изделий: «Кассета», «Балка» и «Отсек».  

Трудоемкость производства изделия «Кассета» описывается степенной моделью: 

.29,0
1

−
−= tt x42,64c  

Трудоемкость производства изделия «Балка» описывается экспоненциальной моделью: 

.16,617,9 10169,0 −−+= tx
t eс  

Трудоемкость производства изделия «Отсек» описывается логистической моделью: 

.
017,01

1
61,3610,55
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Для исследования использовались следующие данные: заданный объем производства изделий  
R = 240 шт., количество временных периодов T = 12 месяцев, производственный опыт подразделения 
до первого периода 10 =x  шт. При проведении численных расчетов дискретный шаг изменения объ-

емов производства выбирался 1 изделие.  
Численные решения задачи для степенной, экспоненциальной и логистической модели кривой 

обучения представлены на рис. 1–6. На рисунках представлены зависимости оптимальных кумуля-
тивных объемов производства и оптимальных объемов производства от временных периодов. 

Анализируя рис. 1–4, приходим к выводу, что для степенной и экспоненциальной моделей кривых 
обучения оптимальной траекторией кумулятивного объема производства является выпуклая кривая. 
Оптимальной стратегией менеджмента предприятия является увеличение объемов производства из-
делия от минимального значения в первом периоде до максимального в последнем периоде.  

Из анализа рис. 5–6 приходим к выводу, что для логистической модели кривой обучения опти-
мальной траекторией кумулятивного объема производства является логистическая кривая. Опти-
мальной стратегией менеджмента предприятия является сначала уменьшение объемов производства 
до минимального значения, а затем увеличение объемов производства до максимального значения. 

 

 
 

Рис. 1. Оптимальный кумулятивный объем производства для степенной модели кривой обучения  
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Рис. 2. Оптимальные объемы производства для степенной модели кривой обучения  
 

 
 

Рис. 3. Оптимальный кумулятивный объем производства для экспоненциальной модели кривой обучения  
 

 
 

Рис. 4. Оптимальные объемы производства для экспоненциальной модели кривой обучения  
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Рис. 5. Оптимальный кумулятивный объем производства для логистической модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 6. Оптимальные объемы производства для логистической модели кривой обучения  

 
Влияние индекса обучения на оптимальные кумулятивные объемы и оптимальные объемы произ-

водства для различных моделей кривой обучения представлено на рис. 7–14. 
Анализируя рис. 7, приходим к выводу, что с увеличением индекса обучения для степенной моде-

ли кривой обучения оптимальная траектория кумулятивного объема производства становится более 
выпуклой. Из анализа рис. 8 делаем вывод, что с увеличением индекса обучения объемы производ-
ства значительно увеличиваются в последних двух периодах и уменьшаются во всех остальных. Чем 
больше индекс обучения, тем больший рост объемов производства в последних периодах. 

Анализируя рис. 9, приходим к выводу, что с увеличением индекса обучения для экспоненциаль-
ной модели кривой обучения оптимальная траектория кумулятивного объема производства становит-
ся более выпуклой. Из анализа рис. 10 делаем вывод, с увеличением индекса обучения объемы про-
изводства значительно увеличиваются в последнем периоде и уменьшаются во всех остальных. Чем 
больше индекс обучения, тем больший рост объемов производства в последнем периоде. Экспонен-
циальная модель характеризуется большей неравномерностью распределения оптимальных объемов 
производства по временным периодам по сравнению со степенной. 
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Рис. 7. Зависимость оптимального кумулятивного объема производства от индекса обучения  
для степенной модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость оптимальных объемов производства от индекса обучения  
для степенной модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 9. Зависимость оптимального кумулятивного объема производства от индекса обучения  
для экспоненциальной модели кривой обучения 
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Рис. 10. Зависимость оптимальных объемов производства от индекса обучения  
для экспоненциальной модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 11. Зависимость оптимального кумулятивного объема производства от индекса обучения  
для логистической модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 12. Зависимость оптимальных объемов производства от индекса обучения  
для логистической модели кривой обучения 
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Анализируя рис. 11, приходим к выводу, что для логистической модели кривой обучения c индек-
сом обучения 02,0<α  оптимальной траекторией кумулятивного объема производства является во-

гнутая кривая. С увеличением индекса обучения оптимальная траектория кумулятивного объема 
производства становится более вогнутой. Из анализа рис. 12 делаем вывод, что оптимальной страте-
гией менеджмента предприятия является уменьшение объемов производства от максимального зна-
чения в первом периоде до минимального в последнем периоде. При индексе обучения 02,0=α  оп-

тимальная стратегия изменяется, уменьшение объемов производства в последних периодах изменяет-
ся на увеличение. С увеличением индекса обучения оптимальные объемы производства значительно 
увеличиваются в первых периодах и уменьшаются во всех остальных. Чем больше индекс обучения, 
тем больший рост объемов производства в первых периодах. 

 

 
 

Рис. 13. Зависимость оптимального кумулятивного объема производства  
от индекса обучения для логистической модели кривой обучения 

 
Анализируя рис. 13, приходим к выводу, что для логистической модели кривой обучения c индек-

сом обучения 02,0≥α  оптимальной траекторией кумулятивного объема производства является логи-

стическая кривая. Из анализа рис. 14 делаем вывод, что оптимальной стратегией менеджмента пред-
приятия для логистической модели кривой обучения является сначала уменьшение объемов произ-
водства до минимального значения, а затем увеличение объемов производства до максимального зна-
чения. Вогнутому участку траектории кумулятивного объема производства соответствует уменьше-
ние объемов производства, выпуклому участку траектории – увеличение объемов производства. Ми-
нимальный объем производства соответствует точке перегиба траектории кумулятивного объема. 

С увеличением индекса обучения оптимальные объемы производства значительно увеличиваются 
в последнем периоде и уменьшаются во всех остальных. Чем больше индекс обучения, тем больший 
рост объемов производства в последнем периоде. 

 
Постановка задачи распределения объемов производства  
между несколькими подразделениями 
Динамика производственной деятельности n подразделений в период освоения новой продукции 

описывается n дискретными уравнениями: 
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Ttniuxx ititit ,1,1,1 ==+= − ,          (10) 

где xit – кумулятивный объем производства i-го подразделения за t-й временной период, uit – объем 
производства i-го подразделения в периоде t, Выбор объема производства для каждого подразделения 
uit в периоде t является управлением менеджмента предприятия. 

 

 
 

Рис. 14. Зависимость оптимальных объемов производства от индекса обучения  
для логистической модели кривой обучения 

 
Известно количество продукции уже произведенное каждым подразделением до начала проекта:  

niXx ii ,100 == .            (11) 

В последний период сумма кумулятивных объемов произведенной продукции всех подразделений 
должна быть равна заданному производственному заданию R, с учетом уже произведенной продук-
ции:  
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.           (12) 

На объем производства i-го подразделения в каждом периоде t наложены следующие ограничения: 

.,1,,1,0 Ttniuit ==≤            (13) 
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Затраты itС  i-го подразделения в периоде t определяются как произведение удельных затрат cit и 

объема производства подразделения uit: 

niuсС ititit ,1==            (15) 

Динамика изменения удельных затрат от кумулятивного объема производства описывается сте-
пенной, экспоненциальной и логистической моделями кривой обучения.  

Степенная модель удельных затрат i-го подразделения: 

.1
ib

itiit xac −
−=             (16) 

где аi – затраты на производство первого изделия i-м подразделением, bi – индекс обучения i-го под-
разделения. 

Экспоненциальная модель удельных затрат i-го подразделения: 

1−−+= tii x
iiit ekc αβ .           (17) 

где iα  – индекс обучения i-го подразделения, ik , iβ  – параметры экспоненциальной модели для i-го 

подразделения. 
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Логистическая модель удельных затрат i-го подразделения: 
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где minic , maxic  – минимальные и максимальные значения удельных затрат на производство изде-

лия i-м подразделением, 
iα  – индекс обучения i-го подразделения, 

iβ  – параметр логистической мо-

дели для i-го подразделения. 
Целевой функцией менеджмента предприятия является минимизация суммы затрат n подразделе-

ний за все временные периоды: 

min
1 1

→= ∑∑
= =

T

t

n

i
ttucJ .           (19) 

Задача заключается в поиске оптимальных объемов производства ntniuopt
it ,1,1, ==  для каждо-

го подразделения, удовлетворяющих ограничениям (13)–(14), которые осуществляют перевод n про-
изводственных процессов подразделений (10) из начальных состояний (11) в конечные состояния, с 
учетом ограничения на конечные состояния подразделений (12) и минимизируют сумму затрат всех 
подразделений (19).  

Для численного решения сформулированной задачи применялся метод динамического програм-
мирования Беллмана [5–6], реализованный в среде программирования Free pascal.  

 
Результаты решения задачи распределения объемов производства  
между несколькими подразделениями  
Численное решение задачи планирования объемов производства проведено для двух подразделе-

ний (бригад) на примере производства новых изделий предприятия АО «Салют».  
Для исследования использовались следующие данные: заданный объем производства изделий  

R = 240 шт., количество временных периодов T=12 месяцев, производственный опыт каждой бригады 

до первого периода 10 =x  шт. При проведении численных расчетов дискретный шаг изменения 

объемов производства выбирался 1 изделие.  
Для изделия «Кассета», трудоемкость производства которого описывается степенной моделью, 

целевая функция имеет следующий вид: 
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Для изделия «Балка», трудоемкость производства которого описывается экспоненциальной моде-
лью, целевая функция запишется: 
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Для изделия «Отсек», трудоемкость производства которого описывается логистической моделью, 
целевая функция примет вид 
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где индексы обучения подразделений: 0561,01 =α , 03,02 =α . 

Оптимальные объемы производства для двух подразделений с одинаковым начальным производ-
ственным опытом и параметрами моделей кривых обучения, но разными индексами обучения пред-
ставлены на рис. 15–17. 
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Оптимальной стратегией является предоставление всего производственного задания только одно-
му подразделению с наибольшим индексом обучения, который характеризует максимальный темп 
снижения трудоемкости изделия в динамике. 

 

 
 

Рис. 15. Распределение оптимальных объемов производства между двумя подразделениями  
для степенной модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 16. Распределение оптимальных объемов производства между двумя подразделениями  
для экспоненциальной модели кривой обучения 

 

 
 

Рис. 17. Распределение оптимальных объемов производства между двумя подразделениями  
для логистической модели кривой обучения 
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Заключение 
В работе сформулированы и численно решены задачи планирования производства для одного и 

нескольких подразделений промышленного предприятия с учетом эффекта обучения. Рассмотрены 
три модели кривых обучения: степенная, экспоненциальная и логистическая. Получены численные 
решения сформулированных задач для различных моделей кривых обучения с помощью метода ди-
намического программирования Беллмана. Проведено исследование влияния индекса обучения на 
оптимальные решения задач.  

На основе проведенных исследований сформулированы методические рекомендации по выбору 
оптимальных плановых показателей в период освоения новой продукции: 

1. Для степенной и экспоненциальной моделей кривых обучения оптимальной стратегией ме-
неджмента предприятия является увеличение объемов производства изделия от минимального значе-
ния в первом периоде до максимального в последнем периоде.  

2. Для логистической модели кривой обучения c маленьким индексом обучения оптимальной 
стратегией менеджмента предприятия является уменьшение объемов производства от максимального 
значения в первом периоде до минимального в последнем периоде. 

3. Для логистической модели кривой обучения оптимальной стратегией менеджмента предприятия 
является вначале уменьшение объемов производства до минимального значения, а затем увеличение 
объемов производства до максимального значения. Минимальный объем производства соответствует 
точке перегиба траектории кумулятивного объема производства.  

4. Чем больше индекс обучения подразделения для степенной и экспоненциальной моделей кри-
вых обучения, тем большие объемы производства должно выполнять подразделение в последних пе-
риодах. Для экспоненциальной модели рост объемов производства в последних периодах должен 
быть больше, чем для степенной модели. 

5. Чем больше индекс обучения подразделения для логистической модели кривой обучения c ма-
леньким индексом обучения, тем большие объемы производства должно выполнять подразделение в 
первых периодах. 

6. Чем больше индекс обучения подразделения для логистической модели кривой обучения, тем 
большие объемы производства должно выполнять подразделение в последних периодах.  

7. Оптимальной стратегией менеджмента предприятия является распределение всего производ-
ственного задания наиболее эффективному подразделению с наибольшим индексом обучения, при 
одинаковом начальном производственном опыте.  
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NUMERICAL SOLUTION OF THE DYNAMIC PROBLEMS OF PLANNING PRODUCTION  
VOLUMES IN PROJECTS FOR THE DEVELOPMENT OF NEW PRODUCTS 

 
In article dynamic tasks of production planning for one and several subdivisions of 

the industrial enterprise are considered with considering the learning curve effect. The 
problem is formalized mathematically as the problem of optimal control of a discrete 
system. Numerical solutions of the formulated problems for various models of learning 
curves are obtained using the Bellman dynamic programming method. The research of 
the learning index influence on optimal solutions of problems is given.  
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