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ДИНАМИЧЕСКАЯ МНОГОФАКТОРНАЯ МОДЕЛЬ МОДЕРНИЗАЦИИ
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ПРЕДПРИЯТИЯ

В публикуемой статье предложена математическая много-
факторная модель динамики экономического развития пред-
приятия, образованного двумя производствами, согласно ко-
торой в результате модернизации производственных факторов
новое производство вытесняет старое. Уравнения баланса та-
кой двухкомпонентной системы описываются связанными
нелинейными дифференциальными уравнениями. Показано,
что максимальная эффективность работы такого предприятия
проявляется при неполном вытеснении старого производства.

Ключевые слова: предприятие, технологии, факторы произ-
водства, производственная функция, производственные фон-
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Пусть производственное предприятие выпускает готовую продукцию посредством
двух производств, одно из которых подлежит полной замене на новое производство
путем модернизации. Старое производство предприятия затрачивает определенный

набор ресурсов в виде объемов факторов производства ( )nQQQ ,,, 21 K=Q , новое

производство предприятия затрачивает свой набор ресурсов в виде объемов фак-

торов производства ( )nPPP ,,, 21 K=P . Компоненты этих векторов пространства
nR  могут представлять собой элементы основного капитала, производственные

фонды, трудовые ресурсы, расходные производственные материалы, технологии,
различного рода инновации и т. д. [1–4].

Объемы факторов производства ( )tQQ ii =  и ( )tPP ii =  являются функциями вре-

мени. Они представляют собой способные накапливаться и образовывать опреде-
ленные фонды кумулятивные величины. Переменная времени t  предполагается
непрерывной, единицей ее измерения служит так называемый производственный
период (месяц, квартал, год). Эти функции предполагаются непрерывными, не-

прерывно дифференцируемыми и ограниченными на числовой полуоси ( )∞<< t0 .

( ) ( ) ∞∞ <<<< iiii PtPQtQ 0,0 ,
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Выпуски продукции старым производством предприятия U  и новым производ-
ством предприятия V  обеспечиваются двумя производственными функциями Кобба-
Дугласа [7]
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Здесь степенные показатели производственных функций ( )10, << ss aa  и

( )10, << ss bb  представляют собой эластичности выпуска по соответствующим ресур-

сам, NM ,  – стоимости продукций произведенных на единичные объемы ресурсов.

Вычислив значения производственных функций в начальной точке ( )0=t
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запишем производственные функции (1) в виде
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Здесь 0
s

s
s Q

Qq =  и 0
s

s
s P

Pp =  – безразмерные факторы производств.

Приращения объемов факторов производства iQ∆  на некотором малом промежут-

ке времени t∆  складываются из частичных амортизаций в процессе производства

( ) ( ) ( ) ttQttA i
q
i

q
i

q
i ∆⋅⋅⋅−= θα ,      (4)

из частичных восстановлений за счет внутренних эндогенных инвестиций

( ) ( ) ( ) ( )( ) ttVtUttI p
i

q
i

q
i

q
i ∆⋅⋅+⋅⋅= ββθ ,      (5)

и из частичных восстановлений за счет внешней экзогенной поддержки в виде
государственных и других инвестиций в производства предприятия

( ) ( ) ( ) ttGttG qq
i

q
i

q
i ∆⋅⋅⋅= θη .      (6)

Здесь q
iα  – доля выбывшего за единицу времени объема фактора производства

iQ , p
i

q
i ββ ,  – нормы накопления внутренних эндогенных инвестиций, приходя-

щаяся на объемы факторов производства ii PQ , , q
iη  – доля объема государствен-

ных инвестиций ( )tGq , приходящаяся на объемы факторов производства iQ , ( )tq
iθ  –

функции относительной удельной скорости изменения объемов факторов произ-

водства ( )( )10 ≤≤ tq
iθ . Следует отметить, что величины q

iη  не являются независи-

мыми, а удовлетворяют условию 1
1

=∑
=

n

s

q
sη .

Поскольку рост объемов факторов старого производства ( )tQQ ii =  всегда огра-

ничен предельными возможностями выпуска продукции производства, то скорость
их изменений должна быть пропорциональна величине, характеризующей замед-
ление роста выпуска продукции.
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Таким образом, соотношения для баланса изменений объемов факторов произ-

водства iQ  имеют вид
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U
UGVUQQ qq
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Предельный переход при 0→∆t  дает систему нелинейных дифференциальных
уравнений
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С помощью функций (3) система нелинейных дифференциальных уравнений (7)

может быть записана в безразмерной форме относительно величин iq

( ) 





 −⋅⋅+⋅+⋅+⋅−⋅= ∞u

ugvuq
dt
dq q

i
q
i

p
i

q
ii

q
i

q
i

i 1ηµµαθ .      (8)

Здесь

∏
=

=
n

s

a
s

squ
1

, ( )∏
=

∞∞ =
n

s

a
s

squ
1

, 0
0

0
0 ,

i

p
i

p
i

i

q
i

q
i Q

V
Q
U

⋅=⋅= βµβµ , 0
i

q
q
i Q

Gg = .

Совершенно аналогично приращения объемов факторов нового производства

kP∆  на некотором малом промежутке времени t∆  складываются из частичных

амортизаций в процессе производства

( ) ( ) ( ) ttPttA k
p

k
p
k

p
k ∆⋅⋅⋅−= θα ,      (9)

из частичных восстановлений за счет внутренних эндогенных инвестиций

( ) ( ) ( ) ( )( ) ttVtUttI p
k

q
k

p
k

p
k ∆⋅⋅+⋅⋅= ββθ ,    (10)

и из частичных восстановлений за счет внешней экзогенной поддержки в виде
государственных и других инвестиций в производства предприятия

( ) ( ) ( ) ttGttG pp
k

p
k

p
k ∆⋅⋅⋅= θη .    (11)

Здесь p
kα  – доля выбывшего за единицу времени объема фактора производства

kP , p
k

q
k ββ ,  – нормы накопления внутренних эндогенных инвестиций, приходя-

щаяся на объемы факторов производства kk PQ , , p
kη  –доля объема государствен-

ных инвестиций ( )tG p , приходящаяся на объемы факторов производства kP , ( )tp
kθ  –
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функции относительной удельной скорости изменения объемов факторов произ-

водства ( )( )10 ≤≤ tp
kθ . Следует отметить, что величины p

kη  не являются независи-

мыми, а удовлетворяют условию 1
1

=∑
=

n

s

p
sη .

Точно так же рост объемов факторов нового производства ( )tPP kk =  всегда ог-

раничен предельными возможностями выпуска его продукции, и скорость их
изменений будет пропорциональна величине, характеризующей замедление роста
выпуска продукции. Таким образом, соотношения для баланса изменений объе-

мов факторов производства kP  имеют вид

( ) t
V
VGVUPP pp

k
p

k
q
kk

p
k

p
kk ∆⋅






 −⋅⋅+⋅+⋅+⋅−⋅=∆ ∞1ηββαθ .

Здесь

( )∏
=

∞∞ ⋅=
n

s

b
s

spVV
1

0

– предельное значение выпуска продукции нового производства экономичес-

кой системы, 0
s

s
s P

Pp
∞

∞ = .

Предельный переход при 0→∆t  дает систему нелинейных дифференциальных
уравнений
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С помощью функций (3) система нелинейных дифференциальных уравнений

(12) может быть записана в безразмерной форме относительно величин kp
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Уравнения (8) и (13), представляющие собой обобщенную модель нелинейной
динамики развития предприятия, образуют систему нормальных нелинейных свя-
занных уравнений первого порядка, а ее начальные условия имеют вид

( ) ( )
( ) ( )nkpp

niqq

kk

ii

,,2,1,10

,,2,1,10
0

0

K

K

===

===
.    (14)

В общем случае нелинейная задача Коши (8), (13), (14) может быть решена
только численно. Очевидно, что формы для интегральных кривых уравнений этой
задачи зависят от уровня изменений функций относительных удельных скоростей

роста факторов производства ( )tq
iθ  и ( )tp

kθ . Глубина этих изменений определяет



Сараев А.Л.228

варианты развития процесса модернизации рассматриваемого предприятия. Для
значений этих функций близких к единице кривые, построенные в соответствии с
решениями задача Коши (8), (13), (14), описывают эволюционный процесс модер-
низации предприятия. Для значений этих функций близких к нулю и для отрица-
тельных значений интегральные кривые модели описывают процессы смены тех-
нологий производства и кризисные явления динамики экономической системы.

В качестве примера рассмотрим частный случай предложенной модели, в кото-
ром каждое из двух производств предприятия является однофакторным. Кроме

того, ограничимся случаем одинаковых удельных скоростей роста ( ) ( ) ( )ttt pq θθθ == .

Тогда задача Коши (8), (13), (14) принимает вид
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В жизненном цикле любого предприятия может наступить момент времени *tt = ,
когда применяемые в производстве технологии морально устаревают и фактичес-
ки останавливают рост выпуска продукции. При этом удельные скорости ( )tθ  ро-
ста падают до нуля. Внедрение новых и обновление прежних производственных
технологий, перевооружение и модернизация производства могут привести к рос-
ту этой функции. Если же удельные скорости ( )tθ  роста принимают отрицатель-
ные значения, то наступает кризис системы, описываемый уравнениями (15–17).

Такой процесс замедления, провала и последующего восстановления экономи-
ческого роста выпуска продукции может быть описан уравнением

( ) ( )θ
σ

θ
−⋅−⋅= 11 *

2 tt
td

d ,    (18)

с начальным условием ( ) ωθ −= 1*t . Решением уравнения (18) с таким началь-

ным условием является функция

( )
( )

2

2*

21 σωθ ⋅

−
−

⋅−=
tt

et
.    (19)

Здесь ω  –максимальное значение глубины падения удельной скорости роста,
σ  – значение ширины временного интервала перестройки технологий производ-
ства или кризиса экономической системы.

На рис. 1 построены кривые функции (19) для различных значений параметров ω .

Цифры у кривых – значения параметра ω . Расчетные значения: 5,3=σ  и 5* =t .
На рис. 2 построены кривые функции (10) для различных значений параметров σ .

Цифры у кривых – значения параметра σ . Расчетные значения: 0,1=ω  и 5* =t .
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Динамика замены старого производства новым заключается в том, что новый
фактор производства P  постепенно заменяет старый фактор производства Q . Мате-
матически это выражается в том, что функция предельного значения выпуска про-

дукции первого производства ∞U  уменьшается до нуля, а функция предельного

значения выпуска продукции второго производства ∞V  неуклонно увеличивается.

Кинетические уравнения такой замены могут в достаточно общем случае иметь вид

( ) ( )tUth
td

tUd h ∞−
∞

⋅⋅⋅−= 1λ    (20)

Начальное условие для уравнения (20) имеет вид

( ) UU =∞ 0    (21)

Здесь U  – предельное значение выпуска продукции первого производства в

точке отсчета ( )0=t . Очевидно, что функция предельного значения выпуска про-

дукции второго производства ( )tV ∞  удовлетворяет соотношению

( ) ( )tUWtV ∞∞ −=    (22)

Здесь VUW += , V  –предельное значение выпуска продукции второго производ-

ства в точке отсчета ( )0=t . Решение уравнения (20) с начальными условиями (21) дает

( )
hteUtU ⋅−∞ ⋅= λ .    (23)

Соотношение (22) принимает вид

( )
hteUWtV ⋅−∞ ⋅−= λ .    (24)

На рис. 3 построены кривые функций предельных значений выпуска продук-
ции первого и второго производств по формулам (23) и (24). Расчетные значения
приведены в таблице.

Очевидно, что процесс модернизации производств предприятия должен сопро-
вождаться неуклонной передачей всех государственных инвестиций от старого про-
изводства к новому производству. Аналогичное кинетическое уравнение имеет вид

( ) ( )ttr
td

td qr
q

ηρη
⋅⋅⋅−= −1

   (25)
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Таблица
Расчетные значения показателей

10000 =Q  5000 =P  
1500=U  700=V  

5,0=a  6,0=b  

15,0=qµ  25,0=pµ  
05,0=λ  8,1=h  

5000 =U  3000 =V  
1000=G  8,00 =qη  

15,0=qα  2,0=pα  

35,0=qω  25,0=pω  
05,0=ρ  8,1=r  

2,00 =pη  5,1=σ  
 

Начальное условие для уравнения (25) имеет вид

( ) qq
00 ηη =    (26)

Здесь q
0η  –относительный объем государственных инвестиций в старое произ-

водство в точке отсчета ( )0=t . Функция относительного объема государственных

инвестиций в новое производство ( )tpη  удовлетворяет соотношению

( ) ( )tt qp ηη −=1 .    (27)

Решение задачи Коши (25), (26) имеет вид

( )
rtqq et ⋅−⋅= ρηη 0 .    (28)

Соотношение (27) принимает вид

( )
rtqp et ⋅−⋅−= ρηη 01 .    (29)

На рис. 4 построены кривые функций относительного объема государственных
инвестиций в новое и старое производства по формулам (19) и (20). Расчетные
значения приведены в таблице.

На рис. 5 представлены графики производственных функций каждого произ-
водственного компонента и предприятия в целом, построенных по результатам
численного решения задачи Коши (15), (16), (17), описывающие процесс замеще-
ния одного производства предприятия другим в условиях эволюционного процес-
са модернизации 0=ω . Расчетные значения приведены в таблице.
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смены технологических укладов сопровождается временными кризисными явле-

ниями и элементами временной деградации предприятия 2,1=ω  ; 5* =t . Расчет-

ные значения приведены в таблице.
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Рис. 6                                                            Рис. 7

Здесь численный анализ модели показывает, что в случае смены технологичес-
кого уклада предприятия, сопровождаемого временными кризисными явлениями
и элементами деградации, его максимальный выпуск продукции происходит в весьма
ограниченный период времени, после которого предприятие в целом выходит на
стабильный выпуск продукции в новых условиях.
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На рис. 6 представлены графики производственных функций каждого произ-
водственного компонента и предприятия в целом, построенных по результатам
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На рис. 7 представлены графики производственных функций каждого произ-
водственного компонента и предприятия в целом, построенных по результатам
численного решения задачи Коши (15), (16), (17), описывающие процесс вытесне-
ния одного производства предприятия другим производством, которое помимо
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DYNAMIC MULTIFACTOR MODEL OF MODERNIZATION
OF PRODUCTION ENTERPRISE

In the published article the mathematical model of dynamics of
multifactor economic development of the company formed by two
industries, according to which as a result of modernization of
production factors, the new production displaces the old. The balance
equations of such two-component system are described by coupled
nonlinear differential equations. It is shown that the maximum
efficiency of such an enterprise is shown in incomplete expulsion of
the old production.
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