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К ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ФАКТОРОВ ПРОИЗВОДСТВА, ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ

И ТРАНСАКЦИОННЫХ ИЗДЕРЖЕК

В статье представлены математические модели оптимизации
прибыли предприятий, несущих определенные трансакционные
непроизводственные издержки. Такого рода затраты могут быть
связаны с маркетинговыми исследованиями, ограниченностью
экономической информации, правовым обеспечением контрак-
тов, оппортунистическим поведением менеджеров и т. д. Анализ
полученных моделей показывает, что учет трансакционных из-
держек приводит к недостижимости максимально возможной
прибыли предприятий, поскольку на практике менеджмент пред-
приятия максимизирует не прибыль, а свою полезность, выра-
женную в виде соответствующей трансакционной функции. Вы-
полнен численный анализ моделей оптимального распределе-
ния ресурсов и трансакционных издержек предприятия.
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Производство и выпуск предприятием любой продукции обеспечиваются ис-
пользованием определенных ресурсов. Эти ресурсы, выражаемые обычно в денеж-
ной форме, могут быть представлены в виде координат некоторого вектора объе-
мов факторов производства

( )MQ,=Q .

Здесь Q  – привлекаемые в производство основные и трудовые ресурсы, M  –
ресурсы, обеспечивающие косвенное вознаграждение менеджмента предприятия,
правовое обеспечение контрактов, поиск дополнительной экономической инфор-
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мации и т. д. Фактор производства Q  является источником только производствен-

ных трансформационных издержек, а ресурс M  представляет собой источник воз-
никновения как производственных, так и трансакционных издержек.

Эффективная работа предприятия в определенной мере обусловлена взаимо-
действием его собственников (акционеров) и наемных руководителей (менедже-
ров). Очевидно, что собственники стремятся к получению максимальной прибы-
ли предприятия, а устремления менеджеров помимо максимизации прибыли пред-
приятия могут быть направлены на максимизацию собственной полезности. Та-
кая полезность выражается либо в форме получения косвенного вознаграждения
(представительские расходы, услуги для исполнения административных фун-
кций и т. д.), либо в форме дискреционной прибыли, обеспечивающей дополни-
тельные затраты на административный штат. И в том и другом случае менедж-
мент предприятия может направить эти средства в соответствии со своими пред-
почтениями без согласования с собственниками [1–4]. Все это является след-
ствием как недостаточного контроля над деятельностью менеджеров, так и огра-
ниченности информации о производственной и оперативной деятельности пред-
приятия, которой располагает собственник. Результат такого оппортунистиче-
ского поведения менеджмента предприятия проявляется в том, что вместо того
объема выпуска продукции, который максимизирует прибыль предприятия, соб-
ственники получают некоторое его уменьшенное оптимальное для данных усло-
вий значение.

Пусть выпуск продукции производства TR  обеспечивается производственной
функцией Кобба–Дугласа

ca MQPTR ⋅⋅= .      (1)

Здесь степенные показатели производственной функции 10,10 <<<< ca  пред-

ставляют собой эластичности выпуска по соответствующим ресурсам, P  – сто-
имость продукции, произведенной на единичные объемы ресурсов.

Общие затраты производства TC  выражаются в виде суммы
TFCTTCTVCTC ++= .      (2)

Здесь QATVC Q ⋅=  –затраты, связанные с использованием основных и трудовых

ресурсов, MATTC M ⋅=  – затраты, связанные с использованием дополнительных

трансакционных ресурсов, TFC  – постоянные затраты предприятия, MQ AA ,  – сто-

имости затрат на единичные объемы ресурсов соответственно. Формула (2) при-
нимает вид

TFCMAQATC MQ +⋅+⋅= .      (3)

Прибыль предприятия, представляющая собой разность между стоимостью вы-
пуска продукции и стоимостью затрат на его производство, выражается соотноше-
нием

TFCMAQAMQPPR MQ
ca −⋅−⋅−⋅⋅= .      (4)

Для получения наибольшего дохода предприятие должно максимизировать функ-
цию прибыли (4). Однако на практике менеджмент предприятия стремится максими-
зировать целевую функцию собственной порядковой полезности, которая здесь также
принимается в виде функции Кобба–Дугласа [2]

( ) vu MPRMPRUU ⋅== , .      (5)
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Степенные показатели 10,10 <<<< vu  функции полезности (5) характеризу-
ют ее эластичность по прибыли предприятия и административным затратам.

Рассмотрим сначала краткосрочный период работы предприятия, при котором
изменениями основных и трудовых ресурсов можно пренебречь constQ = . Тогда
максимальное возможное значение функции прибыли (4) при нулевых трансакци-
онных издержках находится из условия

01 =−⋅⋅⋅= −
M

ca AMcQP
dM
dPR

.      (6)

Решение уравнения (6) дает значение ресурса

c

M

ac
a

M QP
QcP

AM
−−










 ⋅
=









⋅⋅
=

1
1

1
1

max α
,      (7)

при котором прибыль предприятия принимает максимальное значение

TFCMAQAMQPPR MQ
ca −⋅−⋅−⋅⋅= maxmaxmax .      (8)

Здесь c
AM

M =α . Поскольку в реальных условиях трансакционные издержки

всегда не равны нулю, то наряду с максимизацией функции прибыли (4) прихо-
дится максимизировать целевую трансакционную функцию полезности (5), кото-
рая с учетом функции (4) принимает вид

( ) vu
MQ

cavu MTFCMAQAMQPMPRU ⋅−⋅−⋅−⋅⋅=⋅= .      (9)

Оптимальное значение функции прибыли (4) при ненулевых трансакционных
издержках находится из условия

( ) 0111 =⋅⋅+⋅−⋅⋅⋅⋅⋅= −−− vuv
M

cau MvPRMAMcQPPRu
dM
dU

.    (10)

Оптимальное значение ресурса optM  является решением уравнения

( ) ( ) 0optopt
1

opt =⋅+⋅−⋅⋅⋅⋅ − MPRvMAMcQPu M
ca ,

которое с учетом формулы (7) принимает вид

( ) ( ) 0opt
1

max
1

optopt =⋅+−⋅⋅⋅⋅⋅ −− MPRvMMMcQPu cca .    (11)

Структура уравнения (11) показывает, что его можно решить только численно.

Поскольку все величины PRvMcQPu ,,,,,, opt  являются неотрицательными, то из

уравнения (11) следует очевидное неравенство

01
max

1
opt <− −− cc MM .

Учитывая, что 110 <−< c , получаем

cc

MM
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maxopt MM > .    (12)
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Применим формулы (7), (8) и (11) для вычислений максимально возможного
значения функции прибыли (4) при нулевых трансакционных издержках и опти-
мального значения функции прибыли (4) при ненулевых трансакционных издерж-
ках. Для расчетных данных

;5,1;2;52,0;48,0;3

;2;26,0;24,0;10

=====

====

QTFCvuA

AcaP

M

Q

в результате были получены значения 026,3;940,0 maxmax == PRM  и значения

259,2;952,1 optopt == PRM .

На рис. 1 приведены график функции прибыли ( )MPRPR =  и кривая безраз-

личия целевой трансакционной функции полезности ( ) opt, UMPRU = . Точка каса-

ния кривых ( )optopt , MPR  соответствует решению уравнения (11).

 

0
0

PR

maxPR

optPR

maxM optM 0,4

0,4

M

( ) opt, UMPRU =

Рис. 1

Выбирая в этих расчетах различные значения параметра привлекаемых в производ-
стве основных и трудовых ресурсов Q , можно проследить динамику изменений функ-

ции прибыли PR , ее максимального и оптимального значений maxPR  и optPR  [5].

На рис. 2 приведены кривые прибыли PR  для различных значений параметра Q .

Цифры у кривых – значения параметра Q . Штриховая линия соответствует измене-

нию максимального значения функции прибыли maxPR .

Численный анализ выполненных расчетов показывает, что до определенного

значения фактора производства Q  максимальное значение прибыли maxPR  увели-

чивается, а затем уменьшается.

На рис. 3 показаны графики функций прибыли ( )MPRPR =  и кривых безразли-

чия целевой трансакционной функции полезности ( ) opt, UMPRU =  для различных

значений параметра Q . Цифры у кривых – значения параметра Q . Штриховая ли-

ния соответствует изменению оптимального значения функции прибыли optPR .
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Рис. 2
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Численный анализ выполненных расчетов показывает, что до определенного

значения фактора производства Q  оптимальное значение прибыли optPR  увеличи-

вается, а затем уменьшается.
Рассмотрим теперь долгосрочный период работы предприятия, в рамках которо-

го производственный фактор ресурсов Q  является переменной величиной. В этом
случае максимальное возможное значение функции прибыли (4) при нулевых трансак-
ционных издержках находится из условий
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   (13)

Здесь 
c

AQ
Q =α . Систему (13) можно представить в виде







⋅=⋅⋅

⋅=⋅⋅

.

,

MMQP

QMQP

M
ca

Q
ca

α

α
   (14)

Из уравнений (14) следует, что величины maxM  и maxQ  связаны соотношением

maxmax QM
M

Q ⋅=
α
α

.    (15)

Подставляя формулу (15) в первое из уравнений (14), находим

.1
max Q
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Таким образом, значения ресурсов, при которых прибыль предприятия прини-
мает максимальное значение

TFCMAQAMQPPR MQ
ca −⋅−⋅−⋅⋅= maxmaxmaxmaxmax ,

определяются формулами
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Для реальных условий при не равных нулю трансакционных издержках необхо-
дима совместная максимизация функции прибыли (4) и целевой трансакционной
функции полезности (5). В этом случае оптимальные значения ресурсов, функции
прибыли и трансакционной функции полезности находятся из условий
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Из первого уравнения системы (17) следует, что величины optM  и optQ  связаны

соотношением

aQ
a-

Qc Q
PQPa

A
M −⋅=

⋅⋅
= 1

opt1
opt

opt
α

 .    (18)

Второе уравнение системы (17) принимает вид

( ) ( ) 0, optopt
1

optoptopt =⋅+−⋅⋅⋅⋅⋅ − MQPRvAMQcPMu M
ca .    (19)

Поскольку все величины PRvMcQPu ,,,,,, optopt  являются неотрицательными,

то из уравнения (19) следует очевидное неравенство

01
optopt <−⋅⋅⋅ −

M
ca AMQcP

или

01
optopt <−⋅⋅ −

M
ca MQP α .    (20)

Умножая соотношение (18) на величину aQopt , находим

optoptopt Q
P

MQ Qca ⋅=⋅
α

.    (21)

 Подстановка формулы (21) в неравенство (20) дает

optopt MQ MQ ⋅<⋅ αα
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Q

M
M
Q

α
α

<
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 .    (22)

Из соотношения (15) и неравенства (22) следует, что если maxopt QQ > , то

maxopt MM > .

Подставляя формулу (21) в уравнение (19), находим
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Подставляя соотношение (18) в формулу (23), находим уравнение для величины

optQ
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1
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.    (24)

Структура уравнения (24) показывает, что его можно решить только численно.
Применим формулы (16), (23) и (24) для вычислений максимально возможного

значения функции прибыли (4) при нулевых трансакционных издержках и опти-
мального значения функции прибыли (4) при ненулевых трансакционных издерж-
ках. Для расчетных данных

;2;52,0;48,0;3

;2;26,0;24,0;10

====

====

TFCvuA

AcaP

M

Q

были получены значения 878,0max =M ; 215,1max =Q ; 066,3max =PR  и значения

968,1opt =M ; 602,1opt =Q ; 245,2opt =PR .

На рис. 4 приведены график поверхности функции прибыли ( )MQPRPR ,=  и
поверхность безразличия целевой трансакционной функции полезности

( ) opt, UMPRU = . Точка касания поверхностей соответствует решению уравнений

(23) и (24).
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Рис. 3 Рис. 4

Рассмотрим теперь более сложную многофакторную модель распределения ре-
сурсов, согласно которой общий объем производства Q  разделен на основной
капитал (производственные фонды) K  и привлекаемые в производство трудовые
ресурсы L . В этом случае выпуск продукции производства TR  обеспечивается
трехфакторной производственной функцией Кобба–Дугласа

cba MLKPTR ⋅⋅⋅= .    (25)
Здесь по-прежнему степенные показатели этой производственной функции

10,10,10 <<<<<< cba  представляют собой эластичности выпуска по соответ-

ствующим ресурсам, P  – стоимость продукции, произведенной на единичные объемы
ресурсов.
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Выражение для общих затрат производства TC  принимает вид

TFCMALAKATC MLK +⋅+⋅+⋅= .    (26)

Здесь MLK AAA ,,  – стоимости затрат на единичные объемы ресурсов.
Прибыль предприятия, представляющая собой разность между стоимостью выпус-

ка продукции и стоимостью затрат на его производство, выражается соотношением

TFCMALAKAMLKPPR MLK
cba −⋅−⋅−⋅−⋅⋅⋅= .    (27)

В связи с этим целевая функция собственной порядковой полезности менедж-

мента ( ) vu MPRMPRUU ⋅== ,  принимает вид

( ) vu
MLK

cba MTFCMALAKAMLKPU ⋅−⋅−⋅−⋅−⋅⋅⋅=    (28)

Ее степенные показатели 10,10 <<<< vu  характеризуют эластичность по при-
были предприятия и административным затратам.

Максимально возможное значение функции прибыли (27) при нулевых трансак-
ционных издержках находится из условий
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или
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Из уравнений (30) следует, что величины maxmaxmax ,, MLK  связаны соотноше-

ниями
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M
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.    (31)

Подставляя формулы (31) в первое уравнение (30), получим
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Выражение для максимальной величины ресурса maxK  имеет вид
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Совершенно аналогично находится максимальная величина ресурса
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и максимальная величина ресурса
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Поскольку в реальных условиях на практике трансакционные издержки всегда отлич-
ны от нуля, необходимо совместно максимизировать функцию прибыли (27) и целевую
трансакционную функцию полезности (28). В таком случае оптимальные значения ресур-
сов, функции прибыли и трансакционной функции полезности находятся из условий
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Из первых двух уравнений системы (36) следует, что величины optopt , LK  и optM
связаны соотношениями
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Исключив из соотношений (37) величину optL , находим
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Умножив соотношения (37) на ba LKP optopt ⋅⋅ , получим

optoptoptoptopt LKMLKP LK
cba ⋅=⋅=⋅⋅⋅ αα .    (39)

Подставив формулы (38) и (39) в третье уравнение (36), находим уравнение
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Подстановка выражения (38) в уравнение (40) приводит к уравнению относи-

тельно optK

( )( )
( )vuc

TFCvKbavcu
K

P M

Kc
ba

cb
L

b
K

+⋅⋅

⋅−⋅⋅−−⋅+⋅
=⋅









 ⋅
−−−

α
ααα opt

1

opt

1
1 1

.    (41)



126 Вестник СамГУ. 2013. № 7 (108)

Структура уравнения (41) показывает, что его можно решить только численно.
Применим формулы (33) – (35) и (39) – (41) для вычислений максимально воз-

можного значения функции прибыли (27) при нулевых трансакционных издерж-
ках и оптимального значения функции прибыли (27) при ненулевых трансакцион-
ных издержках. Для расчетных данных

;2;52,0;48,0;3;55,1
;,601;26,0;25,0;24,0;10

=====
=====

TFCvuAA
AcbaP

ML

K

были получены значения 778,1max =M ; 077,3max =K ; 308,3max =L ; 128,3max =PR

и значения 320,3opt =M ; 230,4opt =K ; 549,4opt =L ; 424,2opt =PR .
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ON THE THEORY OF OPTIMAL ALLOCATION
OF PRODUCTION FACTORS AND TRANSACTION COSTS

In the published article mathematical models of optimizing profitability
of enterprises, bearing certain unproductive transaction costs are presented.
This kind of costs can be associated with market research, limited economic
information, legal support contracts, opportunistic behavior of managers,
etc. Analysis of the received models shows that the inclusion of transaction
costs leads to inaccessibility of maximum possible profit of enterprises,
since in practice the management of the company is not maximizing
profits, and their utility, expressed as the appropriate transactional
functions. The numerical analysis of models of optimal allocation of
resources and transaction costs of an enterprise is carried out.
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