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Предложена методика расчёта распределения потенциалов на основе использования триангуляци-

онного метода аппроксимации поверхностей, метода площадок и аналитического нахождения элементов 
матрицы кулоновского взаимодействия. Полученные результаты имеют хорошую сходимость с экспери-
ментами по исследованию процессов электризации на малом космическом аппарате "АИСТ". 

 
Триангуляция, собственная ёмкость, метод интегральных уравнений, космический аппарат, 

электризация. 
 

Введение 
Взаимодействие космического аппа-

рата (КА) с окружающей космической 
плазмой имеет большое научное значение 
[1], поскольку оно позволяет определить 
свойства и состав плазмы, и, кроме того, 
плазма является одним из вредных факто-
ров воздействия космического простран-
ства на КА. В результате эта проблема 
имеет как научное, так и прикладное зна-
чение [2, 3]. 

В настоящее время существуют не-
сколько методик математического моде-
лирования электризации КА [4]. Эти ме-
тодики основаны на различных методах 
аппроксимации поверхности и таких ма-
тематических методах, как метод инте-
гральных уравнений (МИУ), называемый 
также методом граничных элементов, или 
метод конечных элементов (МКЭ). Эти 
математические методы имеют свои пре-
имущества и недостатки, они применяют-
ся в зависимости от высоты орбит КА и, 
следовательно, в зависимости от свойств 
окружающей КА плазмы. Хотя для уни-
фикации математического обеспечения 
возможно применение МИУ для проведе-
ния анализа электризации как высокоор-
битальных, так и низкоорбитальных КА. 

Данный метод пространственного 
распределения потенциала описывается 
следующим соотношением [4]: 
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где )(rU  − пространственное распреде-
ление потенциала; )'(rσ  − относительная 
плотность поверхностного заряда; )'(rρ  
− распределение пространственного заря-
да в окружающем КА пространстве; 'r  − 
радиус-вектор центра тяжести i-го эле-
мента поверхности КА. 

Для численного решения данного 
интегрального уравнения относительно 
σ(r) необходимо разбить поверхность КА 
на элементы, в качестве которых удобно 
использовать треугольники. Плотность 
поверхностного заряда σi на каждом эле-
менте считается постоянной, и, следова-
тельно, интегральное уравнение сводится 
к системе линейных уравнений относи-
тельно плотности зарядов элементов σi: 
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где mnA  − матрица кулоновского взаи-

модействия; 
*
iU  − эффективный потен-

циал поверхности i-го элемента. 
Искомым решением этой системы 

является матрица взаимных ёмкостей 
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элементов поверхности КА Сmn, которая 
является обратной к матрице Amn, опреде-
ляемой уравнением [4]: 
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где r0 − радиус-вектор центр тяжести i-го 
треугольника; интегрирование по пере-
менной ri ведётся по площади треуголь-
ника. Диагональные элементы этой мат-
рицы имеют особенность при ji rr = , в 
результате которой уравнения типа (3) 
называются уравнениями Фредгольма 
первого рода. 

 

Методика расчёта  
собственной ёмкости пластинки 
При нахождении матрицы взаимных 

ёмкостей элементов поверхности КА 
необходимо решать уравнение Фредголь-
ма, которое не имеет численного решения, 
т.к. ядро данного интегрального уравне-
ния обращается в бесконечность в области 
интегрирования. В связи с этим авторами 
предложена методика, основанная на су-

ществующем аналитическом методе рас-
чёта собственной ёмкости [5]. Данный ме-
тод нахождения собственной ёмкости 
сводится к аппроксимации плоской по-
верхности квадратной сеткой со стороной 
a и решению интеграла вида [5]: 
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где x1 и y1 − координаты центра масс эле-
мента квадратной сетки. 

Для применения данного метода 
нахождения собственной ёмкости необхо-
димо аппроксимировать поверхность КА 
треугольной сеткой. 

Аппроксимация прямоугольной пла-
стинки производится следующим обра-
зом. 

Разбиваем плоскость на прямо-
угольники с координатами (xi, yi). Каждый 
прямоугольник разбиваем на две части 
отрезком (рис. 1) с уравнением, преобра-
зованным к виду: 
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Рис. 1. Аппроксимация прямоугольной пластинки 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                             №2 (40) 2013 г. 

34 

Находим пределы интегрирования 
при условии: 

- центр масс треугольника (xTi, yTi) 
лежит выше гипотенузы треугольника. 
Тогда интеграл (3) примет вид: 
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- центр масс треугольника (xi, yi) ле-

жит ниже гипотенузы треугольника.  
 
 

Тогда интеграл примет вид: 
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Произведём следующие замены в 
уравнении (7): 

 
С=х-xТi, D=y-yТi, dD=dy 

и получим с учётом изменения области 
интегрирования уравнения следующее 
уравнение: 
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В результате интегрирования (8) получаем разницу интегралов 
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Преобразуем натуральные логарифмы в уравнении (9) в обратные тригонометри-

ческие функции [6] и произведём замену ByTi = B−yTi:  
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Подставим (10) и (11) в (9) и получим 
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(12) 

 
Для решения первого интеграла в уравнении (12) произведём замену: t=x−xTi, 

dt=dx, M=A⋅xTi+ByTi и преобразуем пределы интегрирования.  
Решением интеграла будет 
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Преобразуем (13) к виду: 
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Преобразуем подкоренное выражение из уравнения (14): 
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Часть выражения (15) можно преобразовать в квадрат суммы: 
 

( ) .222
2224222322 tAtAMtAtAtMtAAMtMA ++=+++++                           (16) 

 
Тогда подкоренное выражение в уравнении (14) будет иметь вид: 
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Уравнение (14) преобразуем к виду: 
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Для преобразования натурального логарифма к обратной гиперболической функ-

ции приведём уравнение (18) к следующему виду: 
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Заменим часть уравнения (19) на 
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Окончательно после подстановки (20) в (19) с учётом обратных преобразований 
получим 
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Решение второго интеграла уравнения (12) будет иметь вид: 
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Окончательное выражение матрицы взаимных ёмкостей элементов поверхности 
КА выглядит следующим образом: 
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(23) 
Выражение (23) позволяет рассчи-

тать матрицу взаимных ёмкостей элемен-
тов плоской поверхности. Матрица явля-
ется решением системы линейных урав-
нений, позволяющих получить плотность 
поверхностного заряда (потенциал) по-
верхности. При другом методе триангуля-
ции поверхности (аппроксимации поверх-
ности треугольниками другой формы) [7] 

и, следовательно, других пределах инте-
грирования, возможно рассчитать потен-
циал поверхности элементов более слож-
ной формы, например, поверхности КА. 

В качестве примера проведён расчёт 
потенциалов для плоского элемента кон-
струкции КА (солнечной батареи). Полу-
чена следующая матрица собственных 
ёмкостей: 

 
2.407 0.960 0.519 0.365 0.508 0.724 0.367 0.347 
0.960 2.407 0.724 0.508 0.365 0.519 0.347 0.367 
0.508 0.724 2.407 0.960 0.353 0.532 0.508 0.724 
0.365 0.519 0.960 2.407 0.264 0.350 0.365 0.519 
0.519 0.365 0.347 0.264 2.407 0.960 0.519 0.365 
0.724 0.508 0.532 0.353 0.960 2.407 0.724 0.508 
0.367 0.347 0.519 0.365 0.508 0.724 2.407 0.960 
0.347 0.367 0.724 0.508 0.365 0.519 0.960 2.407 
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В результате получаем следующее 
распределение потенциала поверхности 
плоского элемента КА (рис. 2). 

 
Рис. 2. Распределение собственных потенциалов 

элементов поверхности КА 
 
В примере при расчёте шаг сетки со-

ставлял 0,05 м и суммарный потенциал на 
пластинке составил 32,8 В. При пересчёте 
на реальную солнечную батарею, напри-
мер с площадью 2 м2, потенциал составит 
3280В. Расчёт был проведён для условий 
функционирования КА в диапазоне высот 
550-600 км. 

 
Выводы 

1. Предложенная методика, осно-
ванная на аналитическом решении инте-
грального уравнения Фредгольма первого 
рода, позволяет получить матрицу соб-
ственных ёмкостей элементов КА, приме-
няемую для расчёта значения потенциалов 
поверхностей КА различной геометриче-
ской формы, что позволяет повысить точ-
ность и скорость вычислений методом ин-
тегральных уравнений. 

2. Данная методика позволяет 
определить потенциал поверхности не 
только КА, но и рассчитать собственную 
ёмкость бесконтактных ёмкостных датчи-
ков или определить потенциал исследуе-
мых в ускорители частиц образцов мате-
риалов. 

3. Измеренные потенциалы по-
верхности МКА «АИСТ» имеют хорошее 
совпадение с результатами, полученными 
в ходе моделирования. 
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